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?P^9p^ if*/ »i* *»>'>^^ oUgcmcin anerfannt wirb, o^nc mat^emattf^c 33or^ 
fetmtitiffe gm) ititmA^tU^, unb^iMm mancher ©die ^ l^dit man Wdl^lfr 
mu^ beit aRüttgel bafetC«tt Wct B«Cfii0cit. iDa wiit aicr boc( bie Sta^ 
t^otif faft osif aVett ^(mtt ^nlanflalNit ^tfti^tattbd ehteit toefent^ 

liä^tn Xi)ti\ bed ?ecHon8^)Iattcö bilbet, fo fann bcr Jjcr^ältnipmajt^ 
rtni^e iäifüU] bc^i mat^cmattfc^cn UntcrH(^te« fawm in ctmad ?(nbcrcm 
gefuc^t mxbcn, ald in ber luüjwtfinidfigett ^t, toU bccfelbe ^uftg a' 
«Mtt »i(b. 

^ ®ottra0 bn mai^onatif^ 3)i«€i)>I<itctt mirb nAntUi^ »Idfiul^ 

(iflgu abfhnct öcJ)altett, »ad We itflc^)t^eiUöc golgc ^at, ba§ er nt^t mt? 
filr bie 9^atnrtt)iffcnf(^aften »onfommeu mfmd)ibat bleibt, fonbeni ba§ 
er mö) bei ben (Schülern eine meift [^(^roer ju ubenoinbmbe ^ndgung 
gegen bad matl^etnatifc^e ©tubium l^eroorntft. 

SIttlfattettbcr SDcife treffen biefe Sß9m&tft 9oi)itg9ioeife ben gconte^ 
triften Untcnri^, tod^venb W^ntcilf itnb fOg^ fi^ meift Üne^ »eft 
belferen erfot<jee jn erfreuen ^aben. 

?Die matl)ematifd)eu 33orfenntniffc , bercn ntan fiir ein gebetl^Ti(^e0 
(Stnbium ber $|^9jt{ bebarf, fmb, menn e^ ftc^ nic^t gerabe um bie 
f^nnerigflett gmgen l^anbett, loebei^ fe^t umfongtei^ no^ f(fwc( sitgdng« 
U^. (56 bcboff mm m^AUnigmAffg »enigci dbet So? »ocflanbcnn 
^^e, wel^e bur(^ genügenbe U^ng volUommen geifliged @igent]^um 
geworben flnb. iE)abur(^ ift nun ber SBeg bejei^net, welcher beim tnat^e? 
tnotif^en Unterrichte befolgt werben mu§, wenn er fruc^^tbringenb für 
S£Öiffenf(^>aft unb lieben tperbcn foH. (5d ^anbeU fi* barum, bie für ben 
logif^en Q^Jfamrnm^ottq, füx M govtfc^setten in b^l^eren ma^moHfilien 
IDMj^Iinen nnb fftv bie ^tacHf<|e SCnioenbung tmotibe^i^ctt ®a]^ 
IbeÜen möglicfifl fUst nnb t^etfldnblid^ |u ento^tn unb bnr(i^ geeignete 
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^et|>icle gut etnjuüijcn. ÜZirgcttbd wttft eine Ueberlabun^ au 9)Zatertat 
unb (in SßtxUtttn in ^ptdalÜ&Un noi^t^ciligei: ald hüm mat^maüfd^n 
Unterrichte. 

. 3n tiefem ^inne f^U iä^ e» txrfuc^t , We noi^ü^^tn geometrifc^en 

^i0ct^)ttttcn bearkitcn, uub jtvar in bret eilen, ncimtic^: 

1. ^Die (SIemente bcr ebenen (Geometrie nnb ©teteometric; 

2. ^ie @Umente btt ebenen unb f|)l^ätif4»eu Xtigono« 
mcteie; 

3. ^ie iSUmente bev anal9tif(|en Geometrie in htt GBene 
nnb im fflaumt; 

roel^e ^tt?ar ein juiautmenge^örigeö ©anjckj bilben, oon bencn aber boc^^ 
(uuh i^ber einzelne ^^eil für jlc^ belogen »etben frtnn. 

2)ie betben crficn Jtl^cite erfc^cincn gegenrodrtig in ^weiter Auflage. 
S)ie erfie ftufkige ber ebenen Geometrie tm im S^^re 1838, bie ttftt 
Sluflage be» Sri^onimictrie toof im 1839, fieitii^ in et»a9 nuntget« 
^after Sludßattung, IDormflobt etfc^iencn. 3>ie barin befolgte ^et^obe 
l^rtt fit^ bei bem geomctrif^cn Uuterridjtc, welket mir an ber 9iealfcbule 
gn (§)ie$en biö gu meiner iöerufung na^ greibuig im ^(it)xt 1844 über* 
trogen mt, i^orirep«^ bew&^ri, inbem ed mit namentlich gelang, bett 
^dlem rin Ub^aflcg Sntmfe füto be» (äkgcnftanb absKgcmnnnett nnb 
He crfrenlitlflen gorif^^tte in ersielen. 

ijl meber für ein »eiteret gortfc^reiten in ber böberen 2Rnt^e# 
matif noc^ für prafHf(be 2ln»enbungen tr^enb einer ^rt genn^^enb, ba§ 
man bie geometrifc^cn Snf>rBc{ten einmal etfannt uub verftanben 
fit möffen bunh erUutembe i@eif|>ieU, bunh ^affenbe Uebtntgen |n cintr 
lebenbigen Knf^onnng er^oBen »erben, ohne »elfhe eine frrie lOermenbung 
betfelben fiftr bie Qntdt ber SBiffenfc^aft nnb bed liebend »olltpmmen nn«' 
möglttb tft. 

äödt^reub in beut öorltegenben 5Berfd)cn bie SDZaffe beä 3}iateriald in 
bem oben angebeuteten ©inne auf bad ^^oti^menbigße bef(hr&nft würbe, 
UKir bemAht, bie vorgetragenen ^en onlfAhrUih gemtg §tt etttwideiny 
ttm on^ Beim ^Sd^^nnterri^te }tt einem iwIRommen Koren liSer^&nbnip 
fül^ren pi fümmn, sjorauögefefet, bag ber gefer alle (5onftruction0 * nnb 
Äechnunggbetfpicle mit Sorgfalt unb ^enautgfeit auöfül;rt. 

gür eine Icbcnbige Stnfc^auung ftnb ©onftructtondanfgaben na(h be* 
fHmmten äRoagen burchand nnentbehrliihi nnb bed^alb ^aU ich fie aticih 
in bem gan)en SDerl^ «on Ibtfaitg an bttnhgefahri. 9tnt bunh folihe 
Utifgaben uirb ed mcgli(h, hei einem jicbcn ®a|e lange genug ju oenoeUen, 
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wm ihn bcm ©cbrtcfetntp gehörig ciujuprÄgen unb feine 53ebeutimg tn^ 
rechte ^iä^t fe^en. (^erabe biefe ^nftructiondaitfgaben finb cd m^, 
tod^ (eint Uxikni^ hk rege S^i^cttnal^tiic M ©c^tUetd fimmufcn nn^ 
bem iSe^tef eine iSmMU hoMn UtUn, wk locit bct in M 

^eiui ^d)ulunterri(^tc muffen bicfe ^iufgaben »enigflend ti^eilmeifc 
na^ einem gti)feren ^aa^ftaht auf bec ^afel au^efu^rt werben, wonach 
. bann bie übrigen bem l^ftndtti^en gleife übe^foffen bleiben (dunen. • 

Ucbcf bie fii^diten ^eOe bUibm nttr twc^ tvctd^e 9emecfuttgai iit 

D^ne in S3egiel^ung auf ^^enbenj unb aJlct^obc ctwaö ju anbcrn, hat 
bie jweite ^luflagc ber (Elemente bcr (Geometrie namhafte 33erbc|Tcnin? 
gen unb eine mefentli(^e (Stgön^ung baburct) erfahren; ba$ bie iwt^wen^ 
bi0flen ^fen bee ©teieometeie, toeU^ in ber cvflen Stuflage go») 
fetten, befgefülgt nmvben. 

<Ütt befonbeiet SSorgug iß bet neuen 9(uflage bet Oeomettie babnv^ 
0ejl(^crt, bap bie ^ii^urcn ni^t odetn obne 33ergtei(^ bejfer unb bcu!lid>cr, 
fonbern au(^ weit ^nHrcic^er jinb, alö in ber erftcn ^Injlage, mad öorjugö* 
toeife ba^er tüJfyttf ba^ ein grofer S^eil jnm leichteren ^erftdnbnip n^efent« 
Uäft gignmt, ivd«^ in ba etßen tafloge oxa fibetgipfei ©pasfam« 
leit tveQQcbMen mm, nun i^te ^ifDe gefunben l^abctt. 

^urc^ biefe mbcfetie Kudf^oünng, bur^ fcrgfälttge Ueberoilettnng 
beö ^erted unb bnx^ geeignete ^(uöfüflung mancher dürfen, welche bei ber 
früheren Auflage lebiglic^ bem münblic^en Unterrichte überlajfen »aren, 
hoffe ich bad oorliegenbe ^erffheit auch bem ©elb^ntertichte gugdnglich, 
fo V9U Mi ein twU^Anbiged fparagvai)henfegiflc( nnb ein a{)»habetif(hc0 
3nhatt9]»ei;ge{(hni§ gur lei^terat OHcnÜnmg imb snm Slo^f^Iagen gcetg- 
neter gemacht $u f)af>tn, 

3ur ?(uSfuftrung ber ^onftructtendaufgabcn ift ein 3:raiu^pcrtcnr unb 
ein l^toapi^ob nöthig. Um eine befonbere ^nfchaffung berfelben entbc^rltci) 
|tt maihcti/ ,Pnb ben „dUmtnitn ber ebenen Geometrie'' StbbniUte 
cittfd 3;ratt«|)0tifiif6 nnb einer SRanfflabdlafel auf flArferem $a)»ier bei^ 
gegeben »«eben. 

5lu^ btc Orunbgüge ber ^Ir igcnp mctrie crfc^cincn, tuic fci)ou 
bemcrtt, in jnjciter JTnflage, gmar oerbcffcrt, aber obne wefentliche 5(enberung. 
^Die trigoiujmetrifchen Functionen f)aht ich alö Linien, ald bie ©eiten 
re(ht»inMiger iDreiede befinirt, in »elihen eine @eite ber ^ngeneinheit 
gleiih ifif weil biefe ^nttion einfiuhcv unb anfihanli(hec iß ald bie 
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rtitbcrc, uficf) ml^n |tc CuoHent zweier 3)rctet!öfeitcn besd^uct mx^ 
ben, 2)ie Siuie ift cht gcomctrifc^er begriff, ber Cuotient ift nic^t; 
^e»^ gtoubtt i# bie etßm ^DcfUtÜion an hit ftettcn, tie Wtu 
«ibtt ttft Ott« bcc i6m#miitg bcv gom^ n^imitib%eif abUUcn 
2tt mdffen. 

Um bem Schüler ntd)t mit J^tvci 3rf)iinericifcitcn auf einmal cnt^^egen 
ju treten, l^abe ic^ au^ bie 53crec^nnKi-} trigonometrtfrfcer ^(ufi^aben im 
$(nfang 9]^ne ^ntoenbuttg bei ^^adt^men butc^cfü^tt unb lajfe bie ^t* 
nuliittfl bn ^goriil^meit erß bann einttctcn, »cnn hit m beti 
itigonometfif^n gitttcüpnen m wnb füt ^ fUtic unb gelAnfig gmovbot 
if^. — bemfelBen ^Hnmbe l^<tbe tttt<i^ bie gomeln, wel^e gur 
SÖere^nwng bcr fe{)Icnben ©titcfc ebener unb fpf)ärifc^er $)reie(fe biencn, 
crft iDottftottbig auö ber rein gcomctrifc^en ^etra^tung entwicfett unb erfi 
f^^t, 001^ getrennt wn bicfcr erften @nhvt(felun^, fcißt bie Umroanblnng 
bev gomeln, bntt^ oeU^ bieftlben ßt logatit^mifi^ atfcf^nungcn bequem 
gemof^ n>etbett. 

SEÖcil c3 im 2Cnfang immerbin einige (Sc^wierigfeiten ^ot, na^ ebenen 
Figuren ficfc ju einer ri^ti^en 'Hnfitaunng räumlicher Q3cr!)attniffc ju er* 
beben, t)abi iä) ber f^jprifc^en ^Irigonometrie bie äti^nm% ber dki^t bei* 
gefugt, aue »el<i^en bie ben beiben ^u|)ifigtt9en biefeir $lbt^etlung ent« 
fptee^enben {Styerli^naRobelle (ei<i^ ^ergeßeltt tvetben Cftnnen. !Dlft<&üIfe 
biefer fTOobeOe ohb wol^t ba« SBei^dubnig bev entf^^red^enben <SttlwideIttn^ 
gen feine ^c^mierigfeit me^r i^abcn. 

$Der brttte ^^eil, bie analötifc^e ©eometric, erfd^cint jum erften 
aJZale. 3<äS> wat bei Bearbeitung berfetben bemüht, burc^ audfü^rli(b«ce • 
IBef^te^ung conocetet gAQe unb bm^ (Sonpntcttondbeif|)ieU gegebenen 
go^Ienivett^en bie i^iet neu ouffacetenben IBegtife sugAnglif^er $u nta^en, 
at^ e0 gewö^nlict) gcfc^iei^t. ^c^ glaube namentlich auf biefe SBeife eine 
53rü(!e gebaut haben, njetcbe ben i^cfer über bie <2cbanerigfciten binmeg? 
fubrt, bie ftc^ i^m meift beim (Eintritt in bad <3tubium ber i^Q^mn geo« 
nieteif(ben ^idciplinen entgegenftellen. 

^et anal^tifc^en ^evmeteie iß bie S^^^d bed 9le<K^ beigegeben, 
oud meT<|e»i man ba9 UtpttXi^ (Scf H^erfteUen fann, welti^ed bur^ bie 
))ofiti)>en ^eile ber bret (Soorbinatenebeuen gebilbet mirb. 

Steibtttg, im 3Rai 1859. 
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BeBtimmuns eines Pnnktee in der Ebene. Etilen mit und 1 
in cincv (Siene gwei cinaitbet tpe^twintel^e, in 0, gig. 1, |l<^ fi^nei« 
Sifl. l. ^ benbe Linien XX unb yy flcjogen, 

fo faun mau bic Sage trgcnb einea 
«Pimftcd in bet (5bcnc babur^ bc* 
jhmmcn; ba§ mau feiuc ßntfcniung 
«on iebet ba beibeit Linien aitgicbi. 

S3ou bem ^Juuftc A fei ctu ^ct# 
B penbifcl AB auf A'X «nb ciucÄ 

^ICnuf y y gcfant, \oi\tAB = OC 
betSlbflanb bed $uu!tee ^ oonXX, 
n>&^vcttb AC =s OB btt 9b^anb 
bc« ^unfM Ä 9on yy ifl. 
I)ic (Sutfciuungcn eine« jpUnftcS öon bcn Stren XX uub YF 
»erbcu feine (Soorbinatni/ bic ^xeu XX uub YY felbft »etbm bic 
(Sootbinatcnaicn genannt. 

JDer 2lbflanb einc0 q^uuftcd \>o\i ber ^re YY »itb feine abfciffc - 
ttnb bie ^odiontale $(jce XX, na^ beten Kit^tnng bie Slbfciffen fteme|fen 
werben, mirb He SBfciffenajre genannt. 

^{e mid)\tn »etben mit a nnb benma^^ bie Slbfcijfenare aU bie 
Sljce ber ^ bcjeic^uet. 

J)agefnen ujirb ber ^jarallcl mit YY (^cmciJeue 2lbfianb eincd ?Pun!tcd 
oon bec ^le ber a feine Drbinate geuaitut uub mit y be^eit^net. ^te 
^inie YY (eifi bed^lb bie Oebinatenajre «bet bie Slre bet y. 
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4 Z)er $unlt unt bie gerade ünU in bec (SSene. 

JtJie $?ibfci|Te beö fünftes l, ift 1,8 (Zentimeter, feine Drbf* 

naic iß 1,2"" ; obt( mit anbeten Sotten: fuc ^en $uu{t A iß ^=l,ö'» 
itnb y =s 1,2«». 

Um mit ^älfe bee Orbinatctt aUt mdgUi^en Sagen eined ipunftetf 
in ber (Sbene bcjet(^nen ju fönncn, genügt cd nic^t, feine SlBpÄnbe »en 

bcn doorbtnatenaren anjwgeben, mau mii§ nud^ »ijfcn, ob bet ^uuft 
te^td ober tinid )>on bet ^e bet y uub ob et übet obetvuniet bet ^te 
bet a liegt. 

0fe»d^nli<f^ {Al^It man bie |>i)fitiDett $8ett$e bet Slbfeiffen oon 0 
na^ bet testen ©eite; atöbann abet ntuS man alle «on 0 nat|» 
ttnf« gerne jfenen jRbfcijfcn al0 negatioe bcjeid)nen. ^bewfo »erben ble 
pojltiöen ffiert^e Don y m6) oben, bie negativen uad) unten gemcffen. 

IDemnai^ iß für ben in Sid* ^ ^ be^eiil^neten Ouabtanten: 
Sifi. 1. ' « + 

y +• 

gilt ben Duabranten II: 
a — 

y +• 

Pt ben Ouabtottten nit 

a — 

y — 

SAr ben Cnabrnnien IV: 

y — 

fna6) bicfen (SrlÄnternngen ift e3 leitet, na^^bem man anf einott 
IBlatt $a^iet bie te^^tminfeligen (Sootbinaten^ten gebogen ^oi, bie foU 
genben $nnfte anfguttagen. 



Y 
C 

n 

x' o 




• I 




H 


B 



A ^ 


ly = 


1,5«» 
3 >. 




( y = 


3,2« 
0 » 


B 


( y = 


2,3« 
4 » 


E 


\ y = 


— 3cni 

— 2 . 


C ^ 


(.= 

1 y = 


— 3,4«» 
2,5 » 


F 


i y = 


4 CA 
— 1 » 



3 Sntlbninng zweier Punkte, deren Coordinaten gegeben sind. 
feien j;' uub y' bic Öccrbinatcn bed -^unfte^ A, %\c\^. 2, bie 
bc0 spunited B-, mau foU bie (äntfeinung ^-ö bet httiitti Sßuntte be* 
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flimmen. gASt wa« »Mt il ein ^ttptaUtti AC auf Wc OtWiiatc bed 
fpunfted fo ifl offenlatt 

Sflun aber ^aben »ii 

^ = (a;^' — + — 1/')^ 
»enn v>ix mit <i ben Slbfianb bet bcibcu ^^uufte -4 unb B bejeic^inen, 

alfo d = V(«" — + 0^' — y*)» . . . - (1) 

®o ifl 5. 9. bet Sl^flanb bet beiben mit A nnb S bciei^neten 

«Punfte, bcren ßoorbiuatcn oin @c5)lujfc be« »origen *paraöta^>^cn ßcge* 
ben »«(beu, 

d == V (2,3 - 1,5)2 _|_ ( 3)2" 
d = 1/^0,8» + 1« = /l,6i = 1,28.. 
gut ben «bflanb ber beiben yu nfte B unb C »abe n »iic 

d = /C2,3 + 3,4)2 _|_ (4 2,5)». 
mt öro§ ift ber Slfcftaub bei ^\x\\lU C unb bcr gJunfte 
itiib i?, £ nnb F tt. f. lo«? 




^1 

Y 

Gleicliung der geraden Linie. JDie ©cfammt^cit aÜcr gcomc* 3 
hifc^eit Cettev, »etfbe ein in aeweflund htp^^Xi^a ^unü bui4)Uufi, 
Wirb eine iSinie pbet 4Stttt>e flenannt. 

SBenn ber bewegte ^unft ftet« in einer <Sben^ bleibt, fo ifl bie 9on 

# 

i^m bcf^mbcnc 6utüc eine ebene. 

®e^t man t)on einem $unft Ji eiue( ebenen ^yxxn, Sid* 
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einem anbern ^ ub«^ fo dnbctn fw^ 6lei^jeiti(^ btc jufammeuöe^öiiöen 
äBeit^e »01t a utib y unb ^mt na^ einem bepimmten <3(fc^e, ml^t» 
toon ber iftatitt b(v iSttroe ab'^ftndig ift. 

S)kfe Slbbaiigi^feit, voMt gn>if(^en ttnb t/ ßattflnbet, loenit bifr 
burc^ fie bcftimmtcrt 5lJun!tc ftctö auf einer gegebenen (Sur5?e liegen 
foHen, wirb burc^ eine @Ici(fcnng jiiufdjen bcn beiben Sßcranbertidjen a 
unb y auööebrütft, meiere man aU @letd;un(i bet (Sur\>c bcjeidmct. 

iebe ©Uii^ung mit jwei ^eranbedic^en unb y fteHt eine 
<lmi9e hat, wenn man bie snfammengefiftTigen SDert^e »on ir unb y in 
bet an^ebeuteien ISßeife aU bie doorbinoten eined ^nnffed Uixa^ttt, 
2)ie ©tgenfdjaften ber 6urüe laffen fic^ bann burc^ 2;i'^cuf|lou ber ©lei^ 
^MWQ ermitteln. 

^etca^Un wir iunä^^fl bie @l€tci)un9 ber geraben ^inie. 

4. Kenten )nit und in Sid* ^ (ine 

getabe iinie AB hut^ benSCnfanfiS« 
|>ttnft 0 ber doorbinaten G<^Jogen (in 
bet %iQ\n i(> ber 53ud>[rabe 0, »clever 
ben ^Tur^fcbnitt'^puuft ber (5ocrbiua> 
tenoxeu beieictjnen foH, we^üclaffcn), 
unb t>on' einem beliebigen fünfte N 
^Xberfelben ein $er^enbi{et NP auf 
bie Slbfeiffenajee flefäflt, fo i|i 

A r = OF iang.a, 
WO wir (inc^ ben ^unft auf bet 
getaben &iuie wägten mögen/ wenn 
man mit a ben SBinlel beiei($net, 
»etilen AB mit bem |»o|iti»en 9(rm bev SCbfcifTenajce ma^t. fflutt abe« 
flnb i^P unb OP bie dootbinaten be« fpunfted JV, tvis (aben alfo au^ 

y = x.tang.a, 
ob«, wenn wir a für tang.a fcjjen, 

y == a« • , (1) 

unb bied iß bie ^(ei^ung einet gevaben Mittle, ioeI<|e burt^ ben 
Knfnndepnnrt bev doorbinaten gel^i unb wett^e mit bem po\liioen SCrm« 
bet übfciffenajre einen SDinfel ma^i, bejfen trigonomctrifc^e ^langente 
gleich a ij^. 

^emnat^ tfl 
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(SUi^m^ dncr geraben SiniC; »elc^e mit beut ))ofiti)»en 9Lmt hn 
lOfUfftttm einen QUifel i»on 16« 32' maiäft genter finb 

y =r « 

y 2x 

hit ©Icic^ungen uen 5^tntcn, ivclc^c mit bcr Slbfciffenaxe einen Sinfet 
»Ott 460 unb mi 63^26' machen. ^M°4 6* 

6o lange be» gactoc a in €^lei<i^tttt0 (1) pofdi^ bleibt, gebt bie 
bttv4 biefe ®Iei(bnng batgeßeQte gerabe Üinie bntp«!^ ben erflen nnb bTitten 
DttftbrAnten. ^obalb altt bie gevabe Sinie bnr^ ben gmelten nnb 
vierten Ouabrantcn gc^t; wie CD, gig. 4, muj tct %actoi a ncgatit) 
»erben, weit nlöbann einem pcfiHücn üs ein ncgntiüeö y, unb umgcfc^rt 
einem negatiioett x ein pofitiücö ?/ entfptic^t. tiefem ^alle ift auc^ 
bee in bet »i^tnng beg fpfeiig gesabUe Sinfet, wetfben bie ^inie CD 
mit hm pDfitiven Ilm bei Hbfeifenojre nut^t, ein ^nmi^fev, alfo 
temg.ä negativ. 

®0 ifl i. 

t/ = — 0,9 er 

bie ®(ei(^ung einer geraben Sinte, welche mit bem )>o|Uii»en bei 
Ibe bee « einen SBintel »on 139o ma^^t. 

Sn? Utlm^ confitnire man fotgenbe i^inien: 

1. y = 0,7« 4. y = — 0,4» 

2. t/ = l,3.r h. y = — \ßx 

3. y = 3,358^ 6. y = — 2,4^. 

S>ttf(b einen $unft iV, gig. 5, bei Otbinatenojte, bejfen ^bßanb 



«i0. 5. 




»on 0 loit mit b be« 
lei^tt^n lootten, fei eine 
gerabe i^nie CD |Nit<it!eT 

mit bev burci? ben lUiu 
fangöpuutt ber ßoorbina* 
ten gebenben ^^eiaben 
AB gebogen, beten ®Iei^ 
(bnng i^ y=a« i^ (S9 
ffl nnn Iei(^t, oncb bie 
(^leit^ung ber ßiuic CD 
IM finben. ^nfen »{k 
nng auf CD einen beiie« 
bigen $ttnft F beiei^nei 
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tttib 90tt i^m dn fPerpeitbiM FE auf He (IbfcifTctuixe flefADt, ivelAefl 

J5 In fd>ucibct, fü ifl i?'ir= JVO == h, folflltc^ i?*S"r=jBrirH-b. 

(Scfecn wir nun 011 — x unb /'/i = fo l^aben wir offenbar 

y^Q,x + h (2) 

fut bic ©let^uttQ ber gcraben ßinle Ci?. 

SOlait cottficuke fol^enbe iKinien, be» fut b gefeiten ßal^Uiiwefi^ 

(dd ISetttimeter auflrageitb. 

^ = 0,7^ + 2 (a) 

y = 1,3a: --1,5 (b) 

y = — 1,8 — 3 (c) 

t/ = — 0,7 0? + 0,6 ....... Cd) 

4 Der Durohsidinittspiuikt zweier geraden Linien. @d feien 

1/ = -f" b ) 

unb J (A 

bic ©leidjungen jweier ^crabcu Linien, fo fmb bic (5oerbinaten tbreö 
*E)ur(^ft^nitl0^wnftcö offenbar biejeuigen Sßert^e »on x wnb y, welt^e ju^ 
9tei(^ beiben ©teic^ungen @enAge leijlen. gär benjenigen äBeit^ i»on jfi 
welker Sttfileic^ beiben ©Utt^unoen Genüge leiflct, i^aben loif 

a47 4- b = a'o; + V, 



itnb tt)enn man biefen Settl^ s>on « in eine ber beiben ^lei^ungen 

bei (A) fefet; 

aV'^ ba^ 

y = -T— 

lE)ie nncfc bcn Gleichungen (3) unb (4) berechneten 3al)iciiJücithc üon x 
unb y fmb nun bie (Soorbinaten bed ^uuftcö, iu »elc^em fit^ bie beiben 
iSittien bei (A) einanbet fcbneiben. 

©0 l^aben wie ®. file ben ^ttr(ibr4>nittdi>ttnft bet beiben Linien 
(a) unb (b) be9 l^oeigen ^oeagrap^en 

-l^-2 _3j_ 
0,7— 1,3 —idß^^*^ 

SBelcbed pn^ 6oorbinaten be$ ^ur^f^nitid)>ttttlied bei Sinfeit 
(a) unb (c), (a) unb (d), (b) unb (c) u. f. ».? 
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Der Winkel zweier geraden Linien. 5?e5cl(?^tten tvtr mit a ben 5 
SCÖinfel, iDcTd)cu bic Sinie AB, gig. G, mit bcu SBinfel, rodeten bic 
Sinie CD mit Sbfe bev a ma^i, unb mit bett Sinlel, »Itter 
weTc^m fi^ AB unb CI> fi^tteibett, fo ifl y = a /S, alfo auc^ 

3P nun T/ = aj; + b bic (5Jlci4)ung ber ^init AB, 

» . Ci?, 
fa ifl 

tang^a = ft 
» tofu/.ß = a', 




a — a' 



(6) 



1 + aa' 

SBelf^en SBitilcl machen hU 
2' Linien (a) imb (b), %. 3, mit 
einanbet? SBelc^en (a) unb (c), 

(a) unb (d) u. f. n?.? 

©ollcn bic bcibcu iiiinien 
eiuan,bcr )^ara^c^ fein, fo mn^ 
tany.y = 0, alfo a — ^ a' =5 0 
obet a = a' fein. 
Sollen bie Uibcn Linien ted^ivinfelig auf einanbet flehen, fo mu$ 
tang. y = co ob« e0 muj bcr 9iemur bed 2ßcrt^)cd »on y glcicj? 
fein, alfo \ 

1 4- aa' = 0, 

ober 



a 



(6) 



3»ei gerabe i^inien f^neiben fit^ nnter einem ve^ten 
®infet, »enn bee gactoT t)on x in bee ^lei^nng be« einen 

%Uiä) ift bem ne^atit^en reciprolen SDefi^ bed ^actord t>on 9 
in ber (^letc^ung ber anbern. ^ie ©leic^uiig einer l^inie, melctie 
ret^ttoinielig auf 

y = 0,7« + b 

ße^n foQ, iß alfo 
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10 t>tt un^ t<e gemoe iixde in Per 
ober y =s — 1^28 + b'. 

»e(i^€ re^wittletig <(ttf bcr SittU (a), §• auf htt ^fe (b), auf 
(c) lt. f. ».? 

6 Die Gleichung einer geraden Linie, welche durch einen ge- 
getieneii Punkt geht, ^tnn bie but4 <S^Ui((|ttttg C^) be|cic|inete i&inie 
bun!^ einen eeflebenen cpnnft ^el^en foV, beffen (Sooirbinaten ^ nnb 
fmb, fo mu§ mon Wefc fpccietlftt SBertl^e nnb t/* an bie ©teile be« 

eutf))i;e(^eubeu ^atia^lcu ui (^Uicbung (2) fe^tn Umm, tt>ii ^ahtn atfo 

j^' = ad;' 4~ ^ 
unb baraud * 

b = j/' — ci.r'. 

^ie ©leii^ung einet geraten ^iiiie^ tätigt hux^ ben $untt a'i^ 
dejt, ijl alfo 

y — = Si (x — (7) 

gdt ben %aU, ba$ = 0, ge^t biefe ©lei^nna übef in 

y = a — «0 (8) 

nnb bie6 ifl bie ^lei^^nng einei gevaben 8inie, metd^e bnc^ einen auf 

bcr Slbfciffenaxc Uegenben um bie'' Sänge a' öom ^ufangöpunft ber 

(Soocbinaten entfernten $un!t ge^t. 

7 CHdohnng einer lonie, welebe duroih swei gegebene Punkte 
geht. <Sd feien unb bie (Soovbinaten be9 einen, unb bie 
(Sooebinaten M anbern fPnnfte«, fo muffen fomo^I bie ^oorbinaten bee 

"einen alö auc^ bic (Soorbtnatcn bco aiiceni ^juuftcd in bie ©leic^ung 
(2) ber getaben Stute paffen, n^ir l)abeu alfo 

i/* = a«* -j- b 

^'=s a«"+ b. 
Sie|t man bie tebte iSIIei^ung i9on bct eirflen ab, fo folgt 

y' — I/" s= a (Ä» — X") 

obei 

ä : — : < ■ ■ • 

gefugte (5)lei(^uug ifl olfo 

2BeId>e§ ifl bic ©Weisung einer gcraben Sinic, tod^t burd^ bie 
Sßunite A uub i^, B unb C, C unb I> n. f. »v S* 1, gebt? 



Digitized by Google 



Com Äreife, 



11 



Oleiohting des Ereiws. S)cr 9RiHeI)>uitft bed J^reifed, Sig. 7, 8 
fei siialetc^ bet 9nfangdpuit!t bev <Sootb{natcn. i8on einem Miebi^eit 

«Punftc be3 ^reiöumfangeö fei ein 5pcj:^)eut>ifel FH ouf bic ^Ibfciffen* 
ajce gefööt, fo i(i 

ober 

+ = r« (1) 

»enn anv mit r beu öiabiud bcd Äreifeö, mit ^ bie Slbfcijfe unb mit y 
bie Drbinaieit be^ $mi{ted i^' be^ei^^nen. 3)iefe @Ui($uit0 (1) ifl 
bie Wii^un^ eine« j^reifed, beffen ä^ittelyunft mit bem 
£Dtti^f4nitt9^titt(t htt (Soorbinatenajten gufammettfAUl. 

3ft ber 2}littclpwnfl be« ^^feife« ni^t ^u^Uiä) bct Slnfangäpunft 
ber (Soorbinatcn, fo nimmt bIc ©leit^iing bed Äteifed eine anbete (äJe* 
ilalt an, toelc^e leicht enttoi^cin ift. 

9^8. 7. 9t0. 8. 




"XI 

<Se fei 0, S, bei fCnfattfid^unft bei (Sooibinaten« C bei !DtttteI# 
^Mtwft be« Ärcifeö, beffen 2ltfci|Tc OQ mit a nnb beffen Orbinate GC 

mit 6 tcgeic^net merbcn mag. 3fi nun jP irgenb ein (punit bc3 ^ret6^ 
umfanget, ON bie Sibfciffe NF bie Orbinate 2/ beffelben unb Cif 
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$om Greife* 



ein »om 3nittclpuuft M Äreifcd auf biefc Orbtnate gefdUted gJet)|jen* 
biW, fo ifi offenbar 

Cjffa + Jt'iP» =01^ (A) 

<5e iß «tbtt 

CII= ON - OG = X — a 
FH= FN — MI = FN — GC = y — b. 
^ti^ man biefe Sert^c »on CIl uub i'V/in ®lci4jttnö (A), fo lommt 



$(0. 8. 9<d- 9. 




tocnn CF, bcr Oiabiuö beö Ärcifeö, mit r bcjetc^nct mirb, uub bicfe 
©tcic^ung (2) ift bie mti^un% cincd Äteifcd, bejfen SÄabitt« r ift unb 
beffen äRitte(i>ttnIt a lux SCbfciffc unb 6 lut Orbinate (at. 

Slu« bev ®I(i<^nn0 (1) laffen fi<^ nun ftl^t einfo^ me|me fi^on 
and bn (Slementnroeometrie bcfannte ©äj^e ]»om Sttti^ afletten. 

A. 5^uö ©leic^uiiö (1) fotgt 

' = (.r -{- x) (r — .r). 

Crbtnaie y iß alfo bie mitüm ^xopotÜomU smifc^en 
unb (r — ^) obet mit anbetn HSotten: Senn man in einem fünfte 
Wö- 7, eine« Äteiebnw^meffct« ein ^ßerpenbifet errietet, fo tfl b«« 

jjvifdjcn bcm ^?unfte JJ unb bcm .^^rciöumfauij Iicßcnbe Stüc! 7//'' btefeö 
^PerpenbifelS bie mittlere i^roporticnale ^wifd^eu beu beiben Stücfcn NU 
unb IIP, in njclc|>c bej $)ur^mcffer burc^ bcu ^Pimft 77 (jetl^cilt mtib. 

B. IDie ^leic^ung einer geiaben i^inie, ml^ hux^ ben ipunft N, 

y = a (4f + r) (3) 

@Iei(^uug einer ^eraben ^inie, »eld?e burc^ bcu^uuflP ge^t, ift 
y = o' (a- — r) (4) 
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©oü ber JDttt<IWnitt0pMnft bicfet beiben ^nitn attf befti ttmfanö be« 

^cifcö Hegen, fo muffen bic Söertbe 'oon x unb y, ivcUtc juglcic^ ben 
©Icicbungcn (3) itnb (4) flcnügeu, auc^ noc^ ber (^Heicl^uiig be^5 ^reifed 
((SUif^una 1) ©enüge Uiflett. IDurct^ a)lttUi^Ucaii6)t )»on (3) unb (4) 



ctl^AU man: 

ys = aa' («3 ^ fS) (5) 

!Kaf( (Sne^uno (1) ifl ab« 

= r* — 4?« (6) 



^tt benfetbtn SBertl^en »on « unb y !ann aber nn? bdnn iugleif^ 

b«u ©Uic^jungeu (5) nnb (6) ©enüge geUipet werben, »cnn 

aa' = — 1 



obet »enn 




b. % MHtttt b(t 3)itr#f4nitt9)>nnft {»ein Vxt^ bie Ornb^nnfte JVttub P 

eined j^reidbunbmeffevd gejo^ener Linien anf bem IMdumfang liegen 
foU, fo uiüjfen flc^ bie beiben leinten unter rechtem Fintel fc^neiben (§. 5). 



jSü» EreiBtaiigeiite. (Sine getabe ^nie 9 

1/ = a« 4- 6 (7) 

wirb einen 

«t = (8) 



im SOIgemeinen in gwei fünften fi^neiben, beten iSootrbinaten mnn bttT<| 

Elimination au^ ben ©lei^ntnöcn (7) nnb (8) fiubct. ©efet man bcn 
SBed^ \?on i/ au8 ©teicjung <j) in ©Ici^^ung (8), fo erbÄU man nacj> 
einigen Umformungen ; 

SIenn nun abee bie geeabe ^nie bei (7) ben Itreie mx in einem 
fingigen fünfte iteffen foQ, fo mäffen bie beiben SOeit^e »on m in 

@lei<bung (9) in einen einzigen jufammenfaHen, ber unter bem Sßurjeli« 
geic^en ftcl^enbe Sluöbrucf muD alfo öcrfchminben. Sc^t mau aber ben 
ttiitei bem ^ur^e^eic^en flebenben ?lu:^bru(t glei(f> dluQ, fo ergicbt ft(^ 

62 = r2 (1 + a») (10) 

Segeii^nen wir mit ä unb y' bie (Soorbinaten bed Serübenng^ 
ij^unfted, fo ift bie 49Ieii^nng einer ieben bnr^ biefen ^nntt ge^enben 
geroben i^inie (©(eie^ung 7, @e{te 10) 

y — y' = a — «0 

«ber 

1/ = a« + !/* — aÄ» (11) 
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gür bcn ffieit^ öt)tt b in ©Ici^uufl (7) ^aUu wix alfo 

b = y' — aa^. 

©cfet man ba« Ouobjat biefcä SCBcrt^cä gleich bem Söcrt^c üon 6« 
in €)Ieif^ttnfl (lO), tia(|ibciii man in bemfelben fut feinen Sett^ 
«'S + 2^' fuBIUtiiift 1^, fo cv^feBt {i<fi na4 einten UmfoTOUingen 

= — 

®cfet man biefcn 2ßcrt^ i)ou a in ©leic^ung (10), fo crf^äü man 
ato ©teic^ung beip getabeu ^iuie, weifte ben ßteid in beu fünften 

y-.j/'rs-^Cdf-aO (12) 

S)iefe (Steigung bef Jhei^tangente Ia§t no^ etioad umformen; 
multiplicirt man auf Reiben Seiten mit y', fubflihiirt man alöbaun 
fixt «'^ 4- t/'^f fo erhalt man bic (SJIei^ung 

1/1/' -|- a?^' = r2 (13) 

mel^^ cbenfaVd bie &Ui^unq einer Tangente iß, mel^e ben ^reid, 
®(eic^und (B), in bem fünfte betitelt, beffen d^ootbinaten unb y* finb. 

(S)(ei($ttng eine9 9tabiu9 im J((eife, ®Iet^nng (8), »el^ey hm^ 
ben ©eiiUJningöpunÜ x'y' ge^t, erhalten »ir, wenn wft in ©lei^ung 
(9), §. 7, = 0 unb t/'^ = 0 fefcen; eö ergicbt fic^) olöbann 

jDie btt¥4l ©Ui^ung (14) u|)i:&fenticte l^inie {le^t abei^ tef^twinletig 
oitf bev buv<$ iS^Ut^ttttg (12) bargeßeHten, »eil bet gactot »on « in 
®(ei^ung (12) glei(t> bem negattt>en teci)>volen Sßettl^e bed gaetoeö 

\>on X in ©Icic^ung (14) (jle^e §. 5) ober mit anbern SSßorten: JDte 
ilangeute ftet)t rcd^^minf clig auf bem üom ^Bcrüf^runfl^^unfte 
ium äJlittelpuntte bed itreifeö gezogenen diabiu^. 

9(ttfgaBe. 9(n einen Atei9 bnt^ einen auger^aU beffelben 
gelegenen $unft tine Jlangentc ju jiel^en. 

Die^men wir ben 9J?ittetpunft 0 bcö gegebenen ^rcife^ I, gig. 10, 
ium ^nfangd^unft ber (Soorbinaten, fo iß feine ®Ui($)uug 

+ y2 == r» (a) 

3n gig. 10 fei F ber $nnft, bnt^ »el^cn eine Stangente an ben 
Kreie I gegogen »erben foll; feine SCbfctjfc OHmttXL mir mit m feine 
Orblnate FE »«Um mir mit n be^eic^nen. 



Digitized by Go ^»^.^ 



Com Greife. 15 

fRcid) bem ^oxi^tn ^^axa^ia^ljtn ift bie ©lei^ung einet Xan^tnit 
an Un I 

+ yy* = »•'•• 

10. 




wenn «' nnb bie ^otbinaten hU Qe(ft|tnndd))unttc9 begeitineni mUift 
augerbem np<l$ ber ^lei^ung 

^'2 _j_ t/'3 = r» (c) 

©enüge leif^en müjfcn. ©oll bie ^iuie ©leic^iung ih) bux^ ben ^Junft 
fte^en, beffen (Sooibinoten m unb n finb, fo mu$ man in ^Uic^unfl 
(b) <mi( m fl&t « ttttb n für y feb^n f dnnen, loit ib^ben «tfo 

m«' -|- ffty SS r* (d) 

3)ie SBert^e üon a:' wnb y', trclc^c bcn @tct(^ungctt (c) unb (d) 
gwglci^^ ©enüge Ictflcit, «Ifo bic ^oorbinatcn bfd Sctü^rungä^)«nfteg, 
Idnnte man einfach bur(^ Elimination aud biefen (Gleichungen (c) unb (d) 
betc^nen, wit »otten iebo^ bie Sdfnng anf anbetem Sege »etfni^en. 

^e fßett^ »on ^ nnb »ef(|e ben €IIeii^nn0en (c) nnb (d) 
Genüge leiften, müffen offenbat in eine iebe ^(eit^ung )paffen, 
welche man hmä) eine Kombination bet ©leic^ungen (c) unb (d) tx* 
Italien (ann. ßit^t man ©lei^ung (d) ^on (3ki^m^ (c) ab, fo bleibt 
«'i ma;' + — ny = 0 (e) 

ftbbitt man anf iebet @eite be» (S^UU^^eitetei^n« biefelbe ®t^fe 
1/4 m> + 1/4»«, fo.fommt 
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{af ^ ^l^my + (t/' - Van)« = lA'n« + 1/4^« . . . (f) 
JDtefc ®Icf(!^un3 (£} '111111 ifi, memi wir ^ «nb y ol^ 35ar{(tbcle 

betia^ten, bie ©Icit^ung eined Äreifed, beffcn (Rabiud V^V4»»* + 

ifl, »%ettb bie (Soorbinaieit feincd aRitteIvttitfted y^m ititb Vtn fltib. 

S>(t gefuc^te IBetdl^rungdpuitft mttS alfo auf bcm Umfang tiefe« 
bi«^ ®W(^Mnö (f) batgeftellten Äretfc« liegen, ben »ir at« btn Ärci« 
II Begei(bncu mpncu, tx liegt alfo offenbar auf bem ^ur4^f(^nittd)>unfte 
ber S^xü\i I unb II. 

Um ben 5^reid II conflruiren, (iel^e man bie ^inie OF, ^atbire 
bicfelbc unb |ic$e um bctt $aIHrun09)>iinft Q einen ihei« mit bem 
^at^meffer CO. y 

S)a§ bec fo gezogene Jtrei« wirllfc^ bet ^nrt^ ©leit^nnf) (f) baf» 
geftellte ift, ift Ictdjt eiusufeben, benn e« ifi Oi> = 1 , Oii = 1/2*"^ 
CV=y^lIF=y^n wnb OC'^r=OX>24.^(> = (i/2m)2 + (V2»02. 

IDa bie greife I unb II pc^ in gn^ei $Pun!ten f(^neiben, fo fann 
mm bem fünfte F Xangenien an ben SUti'^ I sieben. 



S)dttee ita^^iteL 
^E) i e e II i t3 f e. 



10 Definition dor Ellipso. X te (StUpfe if^ eine ebene (Snröe, 
»elc^^e bie (Stgeuf(^aft ^at, bag für jeben ^^nnft M m^^. 11) 
gig. n. berfelben, bie (Summe bet Slb* 

fianbc Mii^ nnb MF" i>on §»ei 
feflen spttn!ten F nnb ^ fletd 
einer eon^lanien^föge gleich ifl. 

(Sittb alfo M', M*, M", ötg. 11, 
weitere ^fünfte bcrfcltcu C^llipfc, fo ift 
MF + MF = M'F + M'F 
= F -^M'P = i/"' M'* F* 
tu f. ». 
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SXe Beibett ^ttlte mh P fällten ben9lamett ber 8f ettit^itnf te. 

Giue uon irgeub einem fünfte M bct ©llt^pfe noc|) einem SBrenn^unft 
flejogene £inic MF ober -Af/"' wirb ein SeitfiraM, radius vector, 
genannt, gur jcbcn $uttlt ber ©ntpfc fliebt ed alfo jwei i^eitflra^len 
ttttb bie Gttmme bicfct beibcn i^Upta^Utt- i|} iia^^ »bidcic ^Definition eine 
conflante 0)f6f e. 

®ne (Snipfe ijt bepimmt, wenn bic ^a^z ber beibeu örennpnnfte 
nnb btc ©umnie gweier jufammenßejjöri^^cn ?c{tflraT)tcn (gegeben ift, nnb 
fann na^ biefen ^ten conflcuiirt »eiben, tote bu(c|^ folgenbed $eif|)iel 
evi&ttteet »ieb. 

STnföabe. (5ö fei eine GFlipfc ju conftnurcn, beten IBreunpunftc 
3;4 Zentimeter &on etuanber abfte^en nnb für n^el^e bie ©umme ^loeier 
ittfammenge^drigen ^itflral^Ien fttei«^ 5 (Sentimetetn iß. 

Stifldfung. ^nf einer geraben iinit trage man bie beiben (in 
«ij^. j2. nnfcrcm 58cifp{et 3,4 Zentimeter 

üon ciuanber entfernten) S8renn# 
l>nntte F nnb i^, gig. 12, anf. 

$lnf einee benaifbarten Sinie 
fi^neibe man ein @tfld mn ab, 
wct(^ed ber gegebenen Summe 
ber beiben jufammenge^örigen 
^citftra^Ien (in unferem %aUt 
5 Oentimeiee) gtei^» iß. 

9la((bem bie9 geft^^en i% 
bef^reibe man nm ben einen 

' ^ SBreunvunft einen Äreid* 

bogen rs mit irgenb einem J^albmeffer, welcf^er fleiuer i|t aU mn, f(^neibc 
anf mn ein ^iM mq ab, wel(^e9 biefem Slabind gleich iß, unb be^ 
f^eeibe enbU^ mit bem 9left nq vm ben stteiten «fenn^nnCt F einen 
JTreiebogen «n. £)ie beiben fünfte M nnb in »et^en fi4 biefe 
bciben ifreisbogen fc^neiben, ftnb bann gwei 5pnn!te bee iSUi^fe. 

2(uf gleiche Ißöeife fann man nun no^ beliebig öielc Jßttnfte be« 
eOipfe be^mmen nnb übti {le at^bann bie <Stteoe (ie^en. 

3tte ttebung confhnite man oiee <S1lipfen, fAr loetcbe fdmmtU($ bte 

<Summe jweier gufamnieu^e^Örigen ?eit|lra^Ien 6 Zentimeter ift; bagegen 
betrage ber ^bftanb ber beiben ^Yennpuutte.* 

SRüUtv, analotif^t OieomctrU. 2 







1 * 






1 



cn. 
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fftf bic ctfle 5 (SefiHmctev 

• » SmeCte 4 » 

» » htxHt 8 • 

«► » »icrte 2 » 

9{a(^ ^udfu^ruug tiefet Aufgaben wixh man leicht überfeinen, ba§ - 
bie <^eßaU Ut (&üip\i fi(^ einem ihetfe um fo ntei^r nähert, je n&^ee 
(ei tittmAnbettce Gumme bet |iifammcnfle^9rigett ScÜfha^Ien bie beiben 
Orenn^mnlte einanbee ^^en. 

^er ^reid ift etite (SHipfe, fftt wel^e bet ^bftanb bee beiben ^xtnn^ 
ipmlU %U\^ dhiU (jcnjorben ift. 

ber obigen jDefinitton ber ^Hipfe ergiebt fi(^ auc^ ein me4<i^ 
nift^ed SSerfal^ren, eine ^Htpfe in eimad größerem 3)taaflßabe etwa auf 
einet Safet )u giel^n. Sltan f(^(d0t an jebe bee beiben €te0en, mU^t 
bie 8eenn^ttnlte bet GHijpfe meeben foflen/ einen ^Ufl ein, befepigt an 
tiefen ©tiften bie @nben einer ®Ännr, beten «Änfle gleich ift bet gange 
bcr beiben Settftra'^len , fpannt bic ©(^nur mittclf^ etneä ©tifted nnb 
bewegt bann ben @tift in ber ©eife fort, ba§ bie ^d)nur ftetö gefpanni 
bleibt, ^tt Seg, welchen auf biefe OBeife bie ^i^iüt bed stifte» Um 
f^feibt, i{) eine (Sai^fe. 

11 aieichnng der EUipse. Sind bet im zotigen $atagea|>l(en ge» 
gebenen S)efinition bee <S%fe U^i fi^ nun an^ bie ^lei^l^nng betfetben 

obleiten. !Re^men »ir bie SJerbinbttngSTinie ber Beiben »rennpunfte F 
unb I^, ^ig. 13, jur Slbfciffcnarc, uub ben 5|Jnnft 0, welcher in ber 
äJlitte jwifc^en F unb F' liegt, ^um ^nfang^punft ber (S«orbinaten, fo 
Ibaben »ir für ben $un{t M bie (Soorbinaten 

«i9-i»- * OH:=z» 

Mff=zy. 
@d fei nun ferner 
FM = l 
F'M = V 
OF =z OF' z= E, 

fo ^ben wir 

Z« = + + (1) 

Vi (^E — ay yi . . (2) 

iBejeid^nen mir nun ferner bie (Summe |toeier lufammenge^drigen 
^it^al^Utt mit 2 A, fo ^aben loir femer 
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l + V = 2A . . . (3) 

unb aud biefeu brci &ki^mi^tn tarn mau butcf^ d^Uminotion 'oon l 
tittb 2' eine &Ui^un^ i»if4eti ben SJeiAttbeflii^it « ttnb y ab(cite», 

Stellen tote 9((i(^ung (2) !»ott <9Iei^ung (1) nb, fo fowmt 

Z« — ^'2 = + ar)2 — (E — xy ' 
_|_ V) (i — V) = iEx 

t^-%lV + V^^4.^. . (4) 

irit9 mA6)\x\x<^ (3) folgt 

+ 2Z/' + = 4.42 (5) 

Slbbkt man bic beibcn Olci(^unöen (4) unb fo Uvmi, »enn 
man auf Reiben ©eiteti bun^ 2 bi^ibitt, 

bitiüb Ubbitiim bet Gleichungen (1) itnb (2) fommi a(n 
Alf» 

©efeen »ir in bicfer legten ©Ict^ung A'^ — (Stelle »Ott 

E^g fo ecgiebt nac^ einigen 9Iebuctti>nen 

A^y^ + A^B^ (6) 

ato bii gcftt<(U (Sleit^ttim bc( (Kfli^fc 

Die HjaupCaxen der Sllipse. ttnt bie ^itYii^fi^nitte^uttfle ber 12 

©Ki^jfc mit ber ^Ibfciffenaie flnben, l^aben »it in ©Uic^uug (6) nur 
^ = 0 ju fe^euj mir erhalten aUbanti 

« = i A 

^ie bttt^ bie beiben iQSrennptttttte gelegte $lbfciffenaxe f^neibet alfo 
bie <SlIi)>fe in )ioei $ttnltett R ttnb 8, gig. 14 (a. f. toü3^t um 
bie ll&ngf ^ i»om 9tittel)»ttttft 0 bee €nt»e oBfle^en. 

3)ie Sänge = 2^ ffl bie große Slrc ber eili^)fe. JDa bie 
@umme itoeier ^ufammenge^örtgen ^eiißraf^ten gUic^ 2^ i|l, fo lann 
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man au6) fagen, bag b<e @umme jweier gufantmengei^Örigen 
l^eitflra^Uu bcr (5nt^)fe ßtctc^ ift bcr großen 2ij:e betfctben. 

©cfectt »ir in @lci(^nng (6) = 0, fo ci^>flUcn wir für bic ^vlx^^ 
MnittdpuiUe ilf unb iV, gig. 14^ bet <S0i^fe mit ber DtbinaUnare 

Jf =i ± Ä 

^ ICbflanb %B Ut beibcit $ttiilic itf nitb wirb bic f leine 

9ixt bct (Slli^fe genannt. 

FM = /^iW unb FM+PM = 2A, fo ijl au(^ i^ilf= A 
SCBic ^aben oben angenommen^ ba§ 

= — 

«ttb in bev ^at ift E bie eine Aat^ete i^O bed n^twinf etilen SXeiett« 
Fj9Jlf, beffen ^|^|»otettttfe gteii^ A unb beffen anbere J^at^ete gleit^ B ifl. 
S)ev SCbftanb FO eine« etenn^ttnftee von bem 9tittel|)it]ift be? 

<SQi{>fe wirb bie (Sjtcentticit&t becfetben genannt. 

Sig. 15. 




VerhAltnisa der SUipae in einem über ihrer groiaen Aze 
beeohriebeiieii Kretae. |(ue ^lei^iung (6) ergicbt fi*: 

y = ± ^ V -ä» — 

SGöcnn mm nm ben ^Wittetpnnft 0 einer C^nipfe, ^iö- lö, ein Ärei« 
Äir5 gebogen toitb, bcffcn fkahM glei^ ip b« f^albett 0cogen «re 
bet (2iai4)fc, fo ift feine mti^m^ 

+ -X* = -ät, 

wewi mir bie (Sootbinateit bee «teifc§ jnm llnterfc^icbe »on benen bet 
(SOi|>fe bnr^ groge IBttc^ftaben *eici(^nen, unb alfo 
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Gelten to\it X a, fo ^Un 

B 
A 



y : Y z= BiA, 

b. bic gu einer wnb bctfelbcn ?(Bfciffc ge^iiJrfgcn Orbinnten 
ber (Sllipfe unb beö ^leifed 9et|^alten fi^^ einanbet, mit 
bic Ueine Sljce bes (SUipfc $tt ber (|to$eti. 

Qni^ man alfo ). 8. in P, gig. 15, ein 9ef|>tiibife( attf bie 
gto^t 9tjre, mel^ed in L He Gtti)>fe; itt K bnt Jhtid fi^neibet, fo tfl 

$)orouf gnmbet ftc^ ein wettercö 93erfaBrcn, eine ©Hi^jfe gti con* 
ßtuiten, »(nn bie gro^e unb bie fleine ^jce berfelben gegeben Pnb. !D{an 
^ef^tdbc um ben $uit(t 0, »eli^iet bec 9Jlittel^un!t ber confhuiveiM 
ben rnpfe lonbm foH, |i9ei iMfe, bcn einen mit ber fleinen^ ben an^ 
bem mit bee gvof en fCjre aU ^albmeffee. IDon iegenb einem fhinfte 
IT be« äußeren Äreife« fälle man ein ?Per|jenbifet HJ ouf bie ^inie, 
mlä^t bie gro^e 2(xe ber ©tlipfe njerbcn füH, unb gic^e ben 9iabiud H0\ 
von betn fünfte Cr, in welchem bicfer 9iabind ben fleinen ^reid f(|}nei« 
bet, falle man feenet ein Sßee^enbtfel auf HJ, fo iß bef gufi^nnft D 
biefe« $ev))enbi(eU ein 9nnft bet iSlIipfe, ba 
JDtJH=OQtOH 

unb alfo aud^ 

JD : Jff = B : A, 
ba ja 0(9 r:rr /? unb = A. 

9ia^ bewfclbcn ^eifa^rcu tann man nun fo oiet $tttt!ie bti <&ai|»fe 
ftti^, M ndt^id fiub, nm bie iSum mit ©it^eil^eit gie^ |tt tonnen. 

ßut Hebung confhttire man nai^ biefcf ^Olet^obe t>ief Qfffipfen, 
beren ßtopc ?lxe für aOe 8 Sentimetet ift| wä^rcub bie (leine 2tjce 

für bie etftc . 7 ßentimeter 

» » gn^eite 5 • 

» • britte 4 » 

» » t>ierte 3 » 

betiftgt. 

lIBie groß tji bie @icentucUai für jcOc bicfer oier (Sttipfen? 

Die Empsentangente. ' «uf &^nlic|e Seife wie in 9 bie 14 

0lei(|uug bcr ^UciStanocutc ciitiuiifcU mürbe, ließe fic^ nun aucf) bie 
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^Id^ttitg getaben i^inie cmtit((it, »el^e eine <Stti)>fe in einem 
gegebenen $iinfie Betül^rt ^ «to He $ittdfii(ining biefeö ^ecfafirend 

gfcmltd? n)eitldufii]c Oic(^nungcu crforbert, \o juüUen wir lieber fo^leic^ 
eine aflgemeiue ^Ulet^obe entmicfeln, na($ toii^tt fic^ bie ©leic^ung einec 
S^angente an irgenb eine (Stt(i»e, beten ©Uic^nng gegeben iß, »eit ein« 
fat^e finben lafit. 

Senn bie ®(eic$nng einee (5n¥)>e gegeben ift, fo fann man biefelbe 
fletd in foT(!^e So^m bringen, ba§ t/ aU Function t)on x andgebdlfft if); 
fo crgtebt jld^ 33. auä ber Oleic^uno etuca Äreifc^, beffeu SölitUU 
puuft mit bem ^nfaugdpunft htt (Sootbinaieu gurnmuunfälU, 

y = Vr« — «» = (r* — /p«)\ 
^nö ber ®Ui^m% bct (Sllipfc etb&it man 



n. f. IV. obee aOgemein if) 

y = /(^) 

wo burc^ baä 3^it^>«w fC^) audgebrucft fctn foll, ba§ 1/ eine Snnciion »Ott 
b. b* <ine irgenb n»ie »on « obbangige 4S)(b§e fein foO. 

16 <Sd flefle nun gig. 16 bie 

dnm bat, u>el(!be bet ^tetc^ung 
y = /(a?) cntf^ric^t; ferner 
feien unb ?/' bie ^oorbinaten 
eined beßimmten $u)ifted M 
bet iSnw, fo lb<^ben wie au<( 
2^ =/(«') .... CD 
®enn nnn (b. 1^. bie 
2ibfciffe ON beä ^uröenpunfte« 
i/) um ein Stücf iV72 = /i 
toä^ft, fo ift nun bic ber 2tb* 
fciffe Oi2 entfptecbenbe Dtbi^ 
ttote ÄP = ÄQ -f- QP 

= y + *• ^« ttutt-abee P 
att4 ein $ttnfi bei <Sntt>e fein foll, ^aben n^ir auc^ 

+ k ^/ix- + h). 

(Sd U|t 9^ mnfia^ + Ä) |let9 in einet fleigenben ^dengen 
i»on h fottf^teiienben tteibe entwideln, wad in fielen S&Uen fcbon auf 
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galt) elementarem Scge mö^lict) ift. 3m M%mtiimi fiub bie gactoten 
ber nnfeinanber fotgenbcn ^?otenjen \>on h wieber gunctionen »on 
bie »ir ber diti^t mit / (jxi'), f*(js'}, /"C«') u. f. w. (e^eiilfiuii 

y + * =/(y) +/(.r')A +/"(/»;0Ä« + 
3i^n »it )}on biefer ^Uic^ung bie @Iei(^ung (1) ab, fo bUibt 

woiau« folgt ^ 

| = /(iir') +/V)Ä+/"C^M*+ .... (2) 

^ Dtwücnt |- ifk ober (ba ib =s PQ unb A s= JtfQ) ni^tt 

aubercd ald bie ttigonometrif^e iiangcnte be0 SBinfelö, welchen bie bur(^ 
bie beiben @uri>en|>ttitlte M unb P gelegte ©ecante T/S mit MQ ober 
ntU bev Hbfdffenai« ntai^t 3>eit(eit toit utt« nitit, baf A (leinev unb 
Heiner loitb, f» ffitft ber fpunft P n^ei unb nft^r att beit $ttntt Jf 

l^eran, um mit i^m ganj sufammenpfaQen; »eitit A = 0 »ivb. gur 

ben gall aber, baf P mit sufammcnfällt, ge^t aber bie bur^) M unb 
P gelegte ©ecante in. eine Tangente über, welche bie (Suc9e in if 
beml^tt 

k 

^etracl^ten mir ben Sert^ bed Quotienten -jj^- in ©leicf^ung (2), fo 

ift Rae, baf bie mit h miilti)>ticifteit Weber ber Kei^e um fo Heiner 

werben, ie Heiner h wirb; für » 0 rebucirt fl<$ aber bee ^ert^ iene0 

Ottotienten auffCäf) nnb biefer ^rengweet^ M Cnotienten -^f »etilem 

ßc^ beifelbe um fo met?r nähert, je Heiner h wirb, ift natürlit^ bie. tri* 
gonometiifi^e ^ngente bed fSiinUi», mUitn bie in M bie (Sum U* 
rA^renbe 19erabe LH mit ber Slbfciffenaxe ma^t. 

^i^en wir bje» hux^ ein 9ein>ie( gn erUtntem. S)ie ^leit^ung 

einer (Surve fei 

y = m -f- n^3, 

@inb o:' unb y bie (Soocbinaten eined bejhmmien $un(ted bei (gutoe, 
fo i^ an^ 

y 5= m + 

®inb 4- ^ unb t/' -f X; bie Cooebinaten eine« ^weiten ^nfte» 

ber (Sur)>e, fo ift au(^ 
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olfo an^ 
iinb 

5Dei ^ictti^crt^, bem {U^ um mc^it n&^eit, ic (leinet A toitb, 

Ifl alfo in tiefem ^adc glei^ S/i:?:'*, unb bieä ifl ble trigonomettifc^e 
Xan^tnit beö Siufel^^ welchen bic in ^?/' (b. in bcm fünfte beffen 
<Sootbinaten unb y flnb) bie <5um ber^^veube €>efabe nUl bev Slb« 
fciflenojre ma^i. S)ie ^lei^utid ^^^f<^ Qevtil^ieeiibeit ifl bernnai^ 

ba »u in <S)lei($ttng (7) ©eite 10 fu( a benS^ot 3n«'^ ^n febcn l^abem 

SDenben nHf nnn biefe WUk^9U auf bie 8efKiRimm(| Ut Sttä»* 
iangente an. @inb nnb bie <5o9tbinaten be0 8etül^ntnfid))un!ted, 

fo ^abcn mit 

= (r2 — «'2)*/« (3) 

^feen ioi( y -|" £ ffte y unb jb' + A fAe fo fomuti 

^ + = [r« — (a^ + /i)2]''^ = (r2 — a:'2 2a'h — h^)\ 
©eben »it r« — = a? unb ä^^A + A» = fo iß 
+ Äj = (;p — t»)^ = ^ V««"^«» + 
»enn man — »V'^ bem binomifcfccu l^'^rfafe entwidcU unb nic^it 
über bie erfte $üten$ Don v ^inauSgel;t; werben nun füc ^ unb t; wie« 
ber ibie alten ^ettbe fubßituiit, fo tt^Uhi fi(b 
y' 4. A = er» — — Vt(*-» — Ä*«)"*^ <2«'Ä + Ä«) 

®ieb etü^n^ (8) m €)Iei<^ttn9 (4) abgesogen, fo bleibt 
^ _ afh A> , 

alfo 

k _ h 
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mithin ifl htt 0efu<(i( ^cti|»ert^ OttoHenten gUU^ 

»tttit «um fOt Vr» — feinen Sßett^ ^ fc|»t. ^ie ^^Icic^nng einet 
Aeroben, wclcf^e ben i^:eid in beut $nnf ie a^tf' Ut&^ü, ifl bemnai^ 

{l^ereinfiimmenb mit bem in $. 9 auf aubercm ilOcge gefuubeuen 
fuUate. 

9{a($ biefee 9Ret^obe l&ft fl(fi nun anc^ Ui(|t bie ©(ei^nng bei 
<5n{|>fentangente befHmmen. ®enn 9f nnb ^ bie (Soovbinaten be9 
9etft^nmgd))un{ted |lnb, fo ifl ' 

^= - «'»y>^ (5) 

®{nb yf •\- k itub o:' -f- A bie (Sootbinaten cined smeiien ^untie^ 
anf bet <5ai)»fe, fo ifl 

y + Ä = I 1^2 _ + Apj"*. 

iUacf) fo eben beim greife t)orgem)mmenen ©ntu^icfelnng ifl a6ec 
mitbin att4» 

^ ^ A A Va^ — a'^ A 2VA* — oft 

j^___B a^h B A» 



A A 2 Vul» ^ «'S 
B af B Ii 

A"" -4'Vi4« — ii*2V-4» — 

man in biefcn SBeitb t>on ^ fue ^ ben ana^Cei« 

(bunö (5) (jcjoöenen ®ett^ -~ imb A = 0, fo erhalt man ben ^xvk^ 
meiib 

aU ben ^ert^ füi bie tfigonometrifc^e Xau0cntc beft SBinfeld, toel^icn 



Digitized by 



26 ©ic eaq)fe* 

bic Qcfudjte 53erü^rcnbe mit bo: Slbfcijfcnare mac^it. 2)ie ©Icic^ung ber 
^ngente^ bie (SUipfe in bem ^unft af}^* berührt, iß alfa 

y - 2/^ = ^ ^ ^ 

15 Beziehungen der Tangente zu den lieitstrahlen. $ric Ölei* 
(^unö cincö ßeitftra^lö ^'3/, gig. 17, welcher burc^ beii 53reunpuuft F 
fce» Gtti^fc, bcjfcn (Soorbinatcn = 0 unb sc"= — E finb, imb bur^^ 
eitiot $ttttft Jf bet (Sai)>fc, beffen (SooibinaUit buic^ unb ^ begeit^net 
»erben, ifl (©Teic^unfl 9, ©eite 10) 

IDic trigonometrift^e Jlaiu^eutc bcä 5£Öinfdö «, iveld)cii bic im $uiift 
jlf an ble eni;|)fe gcunicnc Xangentc r mit bcm Scitftra^;! FM ober 
»iclme^t mit feinet a^eilandemn^ ifX macbt, ftnbet matt ua^ bett 
®Iei(|ung 

9f -\- E'^ Ah/ 
= B^' 



1 — 



0^ + ^) 

©e^t man ^^j^s fuj iäy« + i^^^^ unb E"^ für — i>'2, fo 
{onsnit 

ober enbU^^ 

««^•« = ^ ® 

Um bie trigcuümetrifc^e 3'anoente beö Siufct6 t? ju fiuben, wel(|ni 
He »etü^tenbe iST mit bet laSettdnfletitnd beö anbem m^xa^U PM 
ma^i, ^at matt iti <SIIei#tttt0 (2) irni ba» Soiiei^en »oti E ^ X6t^ 
fein, ed etgiebt fl(^ aUbaittt 
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S)er S^infel « ifl atfo fllctc^ beut Diebeumiufcl öon ben wir mit 
t beiei4)iuu woUen. ^Die ilangentc ST Jalbirt alfo bcn SDinfcI, welchen 




18. 



htx eine Scitftiai^l 3//^ 
mit h^tSßtüän^nm^AiL 
be9 anbem iiiac^i 

rv0ifbt f!(^ bar« 
an« ein einfac^eö ^cr^ 
fahren, bur^ einen gcge* 
bencn ^unft bct (BUip^t 
cine^lattgeittc an biefelbe 
§tt gießen. Qat Uebnnfl 
jie^e man an einige ber 
früher confhuirten ©öip^ 
fen ^langenten burc^> be^ 
liebig ^mätßt S&ttü^ 
tungd^ttttttc. 

(Sine bnt^ ben fBu 
tü^xm^^pmfi re^ttoin«' 
feiig jur Zan^tnk gejo? 
Qene @crabe MJ^ wirb 
eine S^otmale genannt, 
^ie 9lotmale JbfJV 
lalbitPt ben Ißinfel bef bciben §ttm ^etfll^enngdpunft 3f gc# 
(ftrigen Seit^ra^Un KJF" unb MI^j wie fl^» aud beut Obigen 
Uiil^t nai^wetfen Id^i. 

Pnrohiichnittgpunlrt 60t BUipBentaiigaite mit dor Absotfl- 16 
senaxe. ^e ©teic^ung bev S^angente, wel^e bie @Qipfe im fünfte 
a'y' htiü^xif x% wie im §. 14 gezeigt würbe, 

©eben wie in biefee @»(ei(|ttng y = 0, fo eegiebi fic^ ffti ben 
iDtti^fi^nitifi^ttttft ber Xongente mit ber Slbfciffenoie 

alfo enbti4^ 




m = 
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^ic ^Afte bc§ 5punftc6 R, ^ig. 19, in welc^^cm bte burc^ bcn 
sputtft 3f bet ^Uipfe «n biefelbc 6^S«?Ö^we S^angentc bie Slbfcijfcn? 
axe ((^neibet, l^&ngt alfo nut «on ben Sett^en t>on ^ uub ab, {U 
iß iinab](Att0i0 »im i?, b* 1^. ttnab^it^ig i»om SBetl^ bet f leinen 0jce. 
S^enn atfo flbee bevfetben ^tofen üie »etf^iebene «Slivfett conflfni?! 
finb nnb nton in ben 9nnften in t9ef^ eine mtt 

bet Orbinatennie ^amUct gezogene ^inte bte v^crfc^icbcncn ^Htpfcn 
fc|>ncibct, Jlaugcnten an bicfelbcu jie^t, fo werben alle bicfe Xangenien 
bie 9bfcif{enajte in beut ndmU^^en Ißunfie R fc^neiben. 

9ifl. 19. 




S)aeAtt9 ergiebt ein eiitfat^ed ^erfa^ren, but4> einen gegebenen 
5Punft M einer (Sflipfe eine ^vin^cnte an biefelbe jic^en. 9)lan jiel^e 
um ben SDlittelpnnft 0 ber (Sfli^)fe einen Ärciö, bejfcn jKabtud fllcic^ ifl 
ber groflen ^re ber (Stti^fe; jiei^e aUbann burc^ M eine ^inie xt6)\ß 
tt)in!etio )ne Slbfciffenoice nnb lege bonn btt(4^ ben ^nnft P, in »etibem 
biefe» fpetjpenbifel ben Stxü^ fi^neibet, eine 3:anftente on ben Arei«. 
Bie^t man enb(i^ }>om fünfte R, in meti^em bie ^eidtangente bie 
^bfciffenajre \d)\m\)ü, eine ^inie nad^ Jf, i|t biei^ bie )>eclan0te (S^Qi))^ 
feutangente. 
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Di© Gleichung dor Parabel. 2)f( Ißaxdhtl ifl eine ebene ßuiüc, 17 
»etif^e bit (Sigcnfct^aft ^at, bag ieteiP $unU M berfelOen gtetc^ weit ent^ 



9ie* so. 



fetnt t)on einem feflen 
funfte i^, 9(1* iO,Mm 
9f enit||»ttiiti tpafa^' 
itttb !»oit dite? gera« 

beu «inic CD, ml^t 
ben S'^amen bec ^itec^ 
ttijc fö^it. (5« ifl alfo 

bem »Ott M auf bic 

tectrijc ßcfdUten spetpen* 

bifel 

S'le^men toxi badburc^ 
F auf bie ^imMt ge^ 
fAttte $eti»tttbifcl 6^ iE 
Snt Hbfciffenajce, fo ifl e# 
ftor, ba§ ber «punü 0, 
in »elc^iem bic ^Parnbet bie Slbfdffenare f(^netbet, tn ber 5Dlttte gmifc^en 
G unb -P liegen mu§, ba§ atfo GO = OF, dlt\)mt\x xoit ferner ben 
$un(t 0 lum Slnfang«))ttnft bet (Sootbinaten, fo ifl OiV^ bie Hbfciffe 9 
«IIb ^if bie Orbinaie y M ^itttfiee ilf; ee ifl bemitai^i tvcim man 
bie ^Ait0e mit j> beleihet, 

•ber # 

= «» + ipx + p« (1) 

(S0 iß abei ferner an($ 
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= t/2 + {x — py 
FM'^ =: 1/2 -1.2 _ 2;?a? + jp2 (2) 

2>a aber FM = ÖiST fein fofl, fo ifl oucf^ ^Af« = GN'^ obet i^'Jtf» 
— G^A^s = 0. 3ie(t man aber ^Idi^ung (1) i»on ^^Uit^nng (2) a^, 
fo Meibt 

— 4j9df = 0 

ober ee 

y« = 4p« (3) 

bie gefuc^te ©leic^ung ber ^arabcl. 

Um anfc^aulic^ 5U machen, ivie eine folc^e ©teic^ung ben Sauf 
einer frttmmen &inie barßeUcn (onn, »oQen wir für einen ff>ecietteii 
Sertl^ «Ott p bie sttfammenoe^driden SDeril^e ooti a nub y berei^nen, 
we(<$e ber ^tet^nng (3) genügen; nnb bann biefetben aU rec^ttoinfelige 
(Soorbiuateu auftragen, gut ^ = Va wi^b bie ^Icicfiung (3) 

fe^en mir in tiefe ^leic^ung ber OCcil;e nac^ bie in bec erßen (Solumne 
ber folgenben ^UbeOe oergei^neten ®eri^e oon fo ergeben fi^ bie 
)«fie(i(rifiett SBert^e oott toie fle in ber s^eiien dolnmne biefer 
belle eingetragen f!nb. 

gig. 21. I 




bejeic|)net würben, welche um bie Sauge Vio/ */io# 1| 2 u.|. w. (Sentit 
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metcv i»oit 0 ctttfcnti finb; in iebent tiefer fünfte »nrbe oUbmtn ein 

^J^crpcnbifct ctric^tet «nb ciuf bcmfctben ber cntfprcc^enbe SBcrt^ t)on t/ 
nad? bcrfclben Sdugcuein^ctt oufflctragcn unb cnblic^ bie fo crl^altencn 
i^ipfet^unlte bet Dibinaten bur^ eiue frumme ^iute i^erbuitben. 

gebellt Hbfctffenpuitlt eutfpric^t eilt ij^oPm irnb ein negaiim 

2öett^> »on ba ia y = i; V^2p«. 

1/ für ne^atit^e Sertl^e t»on « imaoiitAT wirb, fo erftretft fif^ 
bic ^nrabel öon 0 auö nur nac^ bcr pcptioeu Seite ber ?lbfcijfennre 
^tn, noc^ btefet ®cite aber iji jle unbcgreujt, ba y für jcben no(^ fo 
Qiofett ^oPtioen ^ertl^ ton .r einen reellen Sert^ i^at. — ^en $ttnft 
0 woOen wiv bie ®|pi(^e bev ^atabel nennen. 

%yx% ber oben gegebenen ^Definition ber Parabel ergiebt fi4^ folgen" 
bed ^erfal^rcn, biefe (Snm |n »n^icn; oi^ne erfi bie sufammenge^dri« 
gen 99eyi^ i»on « nnb y in ieve<!(nen. S^a(|»bem bie Kbfciffenojre ge« 

sogen, betOienn^nnftF, 
gig. 22, unb ber ^}unft 
bcjeitbnct tfl, in itel? 
d?cm bie 3)irectrix bie 
Slbfciffenoxe ft^neibet, 
gie^e mon bnt^ einen 
Beliebigen ipnnft R bet 
^Ibfcijfenaje eitte«fnic5r 
rccbttuinfelig ju 6r A' nnb 
bef(^reibe al^bann mit ber 
le&nge RQ ald atobinft 
nm ben 9venn||»nnft F 
einen ^eidtogen. ^e 
bfibcn^urcbfc^uitt^^puiifte 
K nnb t/" biefcö ^reiö* 
bogend mit bem ^^crpen^ 
bifel/ST {Ittb nnn |wei spnnfte bet Parabel/ beten man onf biefetbe 
®eife no4 Beliebig »iete finben fann. 

(Sine anbete äßetl^be, bie Parabel gn ci»n^ttiren, ergiebt ^ ang 
i^iee ^ii^nng, benn na^ biefer ifl bie Oebinate y bie miüleee 
»ovtionale s^i^tfc^en » nnb 4|>. S^^bem man anf ber SCbfciffenoxe ben 
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etenitpnitft P itnb bie 

tta^c mau ))i)n O aud na 



e 0, gig. 23, bcv Parabel beieii^nfct ^at, 

ber negatt\>en ®eite bet Slbfciffenaxe ^in bie 




ganßc OJV = 4 Oi^ auf. ©ott nun bcr jur ?(bfctffe 0/J öc^örige 
$unft ber ipaiabel gefuc^t wetben, fo befc^ceibe tnan um bcu jiuift^eu 



«{0. 24. 



2f ttnb iV in ber 3Riüe 
ßegettben gSunft (7 ctiteit 
jrrelft mit bem flUabiu« 
CN tmb erri<^te in O 

eiu ^Pcr^eubifcl, wclc^cd 
bcu £rctd in «/ fc^neibet. 
©rrt^tet man nun ferner 
in B ein $ee|)enbif et auf 
bet SIbfciffettiure, fo ifl 
ber ^nYt M, tu »eifern 
biefcij *^'cvpcubifcl üon 
einer ^^ar^^e( mit bcr 2lb^ 
fciffenoxe burc^ J gcjo* 
denen iSinie deteoffen 
»irb, ein $nn{t bee 
rabet. 

^ür ben S3rennpuuft F ift x = p, ©eben »ir biefen Scrt^i »oft 
in ^ieif^uug (3), fo {ommt 

^ie )ttm Qeenn^untt d^l^örige Oibinate Fa, gig. 24, ifi atfo gteiil^ 
%p, atfo i|t bet bemSrenn^JunftiF' entf^eei^enbe 3)nr4meffec ab gtetc^ 4p. 
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^ ^mttet mit Ut ^tttMx hvtt^ htn 8(eiiiq»itiift gegogetie S)iii^ 
mefct a5 be? ^ßmM »irb ber ^atametet bctfetbcn dettanttt. 

SCufgabc. 2)ku conjhuirc nac^ bcn betten oben flnflegebenen 
aRetbobcti fßarabelti, be»n $a(amctef 2, 3, 4 unb 6 (Senttmeter ifl. 

Die FwiOieltaiigente. ^ud bet <S»Ui4»ttit0 (3) ®. 30 evgiebt fi4 18 

©c^t man in tiefer leiteten (^leid^ung t/ 4~ A; an bic Ooit 
y m!b X h m bu @tcIU Don fo lommt 

3» bei petgenben $oUnien von A geoibttctcti Steide ^fo 

X 2ivfc ^'^^ 8«ctot bei eeflen $oten^ »on A. «ejeicb* 

nen »<t atfo mit « ben ffilnfet, welchen eine im ^fünfte a^y^ an bie 
$atabel gezogene Tangente mit bei ^bfciffenajce ma(^t, fo iß 

tang.u = 

Kttd bee ©lei^uug bei g^aiabet eigiebt « = feben loif 



bemnat^ an bie stelle oon feinea ^eitb fo tommt 

IDie (9Iei(^ttng einet 
©eraben, welche bie ?Po* 
rabel in bcm fünfte a'jf' 
Umü, ifl atfo 

SHe ^fd(^nng einef 

Seitftra^Ieö FM, gtg. 25, 
welker burc^ bcn ^Brenn* 
]pnnUF bcr ^^arabel gebt, 
beffcn (Sooibittaten fiiib 

Üfllltr, mOtOf^ •t—ttrifc 8 



fHig. 29. 
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Die 9fiax«iUt 



ttnb buni^ ben $ttttft if, gig. 26, ber ^araibd, befen ^oovbinaim 

Pub x' uub ijl 

«ber, »entt man in bem gactot ^^^^ füt ^ feinen ©ert^ fet^t, 
$U S^angeitte be9 ©inMd toel^en bev Hxä) ©Ut^un^ (2) 



26. 




bnrfleftclUe m\ttai)lFM 
mit bei ^Tanflente ST 
(^Ici^ung 1) mac^t, et^ 
^icbt |i<^ au« bc( @Ui# 

wttui man ^ füt a mb 



SSebuctioneit flnbet mn 

tang.v = — 2^ 

ift alfo aiM^ 

^an^. ü = — tang. u, 
H iff olfo bcr Sinfel w, njcl(^cn btc Xmqtntt ST mit bcr 2lbfcijfetu 
are ma^t, gleit^ bem 9Ubenn)ttife( bcd SS^intcU weU^en bec i^Ußni^t 
^if mit bem i»on M aufn&tH geri^tetcn ^üt bet %an^tnU vM^t, 
ee ifl alfo 2(iu = 2)a aber ferner = 4!« (att 3ffie*fel<^ 
winW), fo tft au* 4:« = 2Cz; bie 2:au0cntc .ST ^albirt alfo 
ben SCßinfcI, njcldjeu bec ^citftxal^l FM mit bcr Sinie Mff 
maä)t, ivd(S)t \>om ^erü^rung^punft M parallel mit ber ^h* 
fciffenare na# ber negatit^en Seite ber x ^in gelogen ift. 

$luf bie eben oorgetragenen ®% grAnben fld( {»ei üRet^oben, buri( 
einen gegebenen $iinltilf ber Parabel eine Slaugente an biefelbe gießen. 

1. SÄon jte^e \)om fpunfte M eine @crabc na(^ bem 33rennpunft F 
uub eine jmeite MH ^aiaUü mit ber ^bfcitJenajce ber uegati\)eu 
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etüt htt m l|itt. ^mm^^mot U% SinMe HUF ifl bann bic 
mlangte Tangente. 

8. JDa = 4:^, fü muf au^ i27^ = il/i^ fein, «man jic^e 
öTfo ben sunt öerü^runQöiJunft M öc^ongen i^citfttal^l MF unb f(i>ttelbe 
aldbann auf bcr Slbfctffcnaxc tjon F nac^ bct uegatiwn @«ite « l^in 
dn etu^ ai, wclt^ed btm i^eitHra^I i^if glcii$ ifl, f« ijl J2 bcf 
$nn», in »etilem bie gcMte ^ «Bfciffenan f^neiben tnuf, 

RM alfo bie a:an0ente fctbf?. 

Snr UcBnng jtc^e man nad? Bciben SKct^obcn Xangenteu burtj^ 
»erft^icbene qSuuftc bet frü^iet confttutrten q^arabcln. 

(Sine btt($ ben ®cirA^ittng««)ttnft Afn^tminfclig int Slangcnk 

«- fitne «nie JfP, gig, 23, »ifb bie 

Stptmale ßcnannt. 2Öitb mm i)on 
M ou8 etnc ?{ntc 3/i ^jaraTIcI mit 
bcr Slbfciffenajce na$ bei: ^^ofitiöen 
®eite bet 47 l^in gelogen, fo i|l na^ 
bem Obigen lei^t in beiveifen, baf 
bei HOinlet 9, »etilen bie 9lonnaü 
mit Jfi nta(^t, gtei«^ ifj bcm SBinfel 
r, welchen flc mit bem l^eitjlro^t MF 
ma^t, baf alfo bfc S'^otmale ben 
^inlel i^jüX ]»albi(i 
Sie man na^ biefem @a| fäv einen gegebenen g^nnll bee $aiabel 
bie 9^mMXt tiefen fann, bebaef feine? weiiefen Ortaniceung. 




■ / 
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Sünfied Stapiitl 



19 Definition und Construction der Hyperbel, ^it ^pptxlel ifl 
dne (5ur»c, welche bic (Stgcnfc^aft ^at, ba§ bic 2)iffctcni bcc bei* 
ben ]»oit einem $ttii(ie M, gtg. 28| bei GurDc na^ {wei fe^cit 

S8. 




fpuntten F unh P ^eiofietten Seitflta|Ien einet conßantcn 
€lt0fe 0(ei4 i^, Me wif mit 2il Bejei^nen tooVen. 

^ttb alfo üf, Jt^*, M** mettete ^nnfte beffel^n ^^^txU\, gid- 23, 

fotfl 

SMe (eiben !pnnfte F nnb ^ »erHn ani^ Unatodie »egen 

©rcnnpunftc genannt. S^re Entfernung, wel^e wir ntit ^Ehtitx^* 
ncn wollen, mup not^öjenbig größer fein ata bie JDiffcrenj 2^; benn 
^iei^ttcn XQxi imi iufammeng(|/(^tige ^itfha^Un mit l unb fo finb 
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/, V uiib 2 E bic brcl Seiten cincS iDtciccfö, unb ba bie Summe jwcicr 
leiten eined ^uicdi fiei^ Orcfct fein mup aU bie britte ©eitCi fo iß auiff 



folglich au(|> 

2i5; > 2 A 

(Sin »Oppcrbcl ifl burc^ bcu Slbfinnb 2E bcr beibcu örcnn^sunfte 
unb bie fDifereu^ 2A ^mitt sufammenget^öri^jen ^tii^xä^ltn )»Dttflaiibig 
leßtmmt unb fam na<|» biefett 5Datctt conßruitt lonbcti. 

Um biefe (Sonfhntctioit attd^ufA^fcn, trage num auf eine ger«^ 
£inie ZX, gig. 29, btr (eibeit 9ieiiit|>uittt€ iiitb P auf, bejeii^ite 

Big. 29. 



bell $unlt 0, »e(4e( )wifc^cn beiben in bcr !D2itte liegt, unb trage »on 
i^m au9 auf {eber ^eite bie EAnge Oi2 unb 0/S glci^ A auf, fo finb 
Jß unb <S bie beiben ^pi^tn ber ^^pttUt ^ FOsssJb mh OB=:A, 

fo i|l alfo mä) FR = E — A 

9}lan fcbncibc nun ferner auf einer Benn^bartcn Cinie bie Sänge 
ah = 2A ah, U\^xtif>t um ben einen IBrenupunft F einen Sttti^^ 
bogen mn mit einem beliebigen 9{abiu0, toel^er größer ift aU E -^^ A, 
unb f^neibe fobann auf ber bena^barten ^inie ein Ctüd ae ab, »et^ 
4eg gleii^ ifl bem IKabing beg Itreidbogeng mn. Oeft^reibt man' nun 
enbtit^ um ben anbem 9renn)»ttnft P einen jtuigbogen mit bem 9ta* 
biu^ 6c, \q finb tic beiben $un!te M unb N, in n>elc|iett bie beiben 



2E + V > l 
<Sg ifl aber an«^ 2^ = Z — V, alfo 
2A + Vz^l, 




f 



\ 
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Iheife fi(^ fc^neibeit, §wei ^itlte bet ^i^^erBeT. (Sin $n?e{ted ^aat «ioit 
fPunften M' unb iV* finbct man fobann, wenn man nm ben ^}nnft F* 
einen ^reid mit bem 9labtu0 ac, unb um ben 23tennpun!t F einen jtreid' 
Bogen mit bem Stabiud 6c befc^reibt. 9luf gleiche Seife (äffen fl(f^ bann 
tto4 Beliebig 9ieU fünfte bc( ^ppttM finben. 

!Dlan c onfhniu auf biefe SS^dfe fünf 4i^petlbe(n, für wel^e flmmi* 
li^ Sil =: 4 Oentimetct S)ev S&ftonb bcv Reiben fQnnn^ 
^mxtu fei 

fnt bie erfie ....... 4,4 ^entinietec, 

» » gmeite t 4,6 • 

> > beizte 5^ » 

> » i^ietle 6,0 » 

» ji fünfte 8,0 » 

Die Gleidiimg der HypexMU SDit »oHen^ wie bei ber iS0i))fe, 
bie ^ejbittbttrtgöUnie bet beiben Srennpunfte F unb F', gig. 30, |uc 

Bifl. SO. 




IKSfciffenaf e unb ben $ttiA 0, tocT^^ iwlfi^eit JP nnb ^ in htt fUtte 

liegt, jum ?(nfanö^pttnft htt (Soorbinoten nehmen. ^? fftflanb OFss OF* 

foH auc^ ^ier mit E beici(^nct »erben, iöeieic^ucn lüit ferne« i^Üi 
gig. 30, mit If PM mit Z', fo ^aben wir (öergU §. 11) 

= + £)2 + 
Vt = (« — 4. yt, 

io«|tt no4 bie ^tei^nna 

I — ^ = Sil 
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ftfimnt. €0«iSlttfecti »it biefe htti ^Ui^mx^tn in betfelNit IDeife, wie 

c3 mit ben ©Icic^jungcu (1), (2) unb (3) in $. 11 ö^f^^^cn fo 
gelangen xoix auc^ ^ier iu ber <§^tei4>ung 

+ = + + 

^ej^en wit aber, ba £ not^menbig grdßci fein muf aU A, 

Ei = -\- B^, 
fo fommt na^ ^u^fü^tung attec diebuctionen 

^Jy« -1 jBf«i = — ^«^t ........ (1) 

»el^ee bic ©leittuiiß ber J&9^nrtcl ift. @ie unterf(^>eibet fi(^ üon bct 
©leic^ung ber @nipfe babttr*, bnf alle mit uiuUiplicirten Olieber 
ba0 entgegengefel^te ^o(iei(|)en bei entfpre^enben^ (bliebet @tti^fetu 
gUi(^uttg l^a^dk. 

9tt9 ®lei(^ung (1) ergiebt fi4 

y =±§V»«--4« (2) 

9lttf fftt |>o(itioe ober negatioe Sert^e %9Xl wt\ä)t großes flnb 
dld il, gif^i H(fe ®Ui(6ting mQe ffieit^e »Ott y; bie (Sum Begitittt 
alfo eittevfcitft er^ iit dnem sputtftc iZ, attbemfctt^ evfl itt einetit fßunfte 
i$, welche Uiht itm b<e Sänge A Dom 9nfaitgd)>ttnft O ber ^ootHnatett 

ab^e^en. gür o; = + ^ wirb ober ^ = 0, bie ^«nfte 72 unb S fmb 
alfo jttgW(§ bie 2)urc|>f^nittS^Jun!te ber ßurye mit ber Slbfciffenajce. 

ieber beliebige pofititje obec tKgati))e Sert^ »on x, menn et 
ttttv gfdfev i|l M A, rntte SSetti^e ooit y gicbi, fo tttuf» bie <Siif»e- 
«on att9 itft^ bee ^ofUi^ett, »oit B ait0 ttatb bee ttegativett (Seite bet 
« l^itt ittl Ufieitbli<^e erfhe<Ieit; bie ^um befielet olfo, n>ie ati^ bie im 
»origen ^Paragraphen bef^jro^enc ßouftructton bart^ut, aus jroci getrennt 
ten Riepen, bcren einanbcr jugef eierte ^pü^tn R unb 5 nm bic Sange 
2A oon einanbet entfeuU flnb, toel^fe bie ^au^taie ber .g9)>etbel gc^ 
itanstt Wieb. 

^ie ®r6f e B, bie gweiie «(jce ber ^pperbel, iß (ei(^t burc^ (Sonßni(# 
tion fuibeii, beun ed i\t 

B^ =z — A^. 
^an iie^e alfo um ben $unft 0, ^ig. 31 (a. f. (S.)/ einen Stttid mit bem 
^albmeffee OF* unb enic^te itt iS eitt $ee)>ettbite( <tuf bet Slbfcijfettofe^ 
fo ti»ieb biefe« $|iev|)eitbi(e( bett jtteie itt eittem ^ntte P i;teffett; ba ttitn 
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2)ie ^^pttUL 



SP W eine Stai^^tH ehieS Yf^Mnfengeit €Mcil9 i% befen $9))ointufe 

OP = E unb bcffen anbcre Äat^ctc 05 s A, fo ijl au^ 5P cas Ä 

Big. 81. 

# . b .0 . 



X 1 




1 \ 




X 


l- 1 


fJ& ö s 







fBU gto( ifl ^ f&« bie fünf 4^ypcvbc(ii| wellte am €4^ttt{fe M 
19 itt confhuiven aufdcgeScn nmtbctt? 
eine ^p^jcrtcl, für »el^e A = B, mtb eine ölci^^fcitige 
|}((bel geuannt. 

Stufgabe. SRatt confhuite eine fiUU^feiiige Jß^yefbcli fftf »ctt^ 
A c=s = 4(Setitimctev ifl. 

mt ifl £ fuc tiefe ^^pttUU 

21 Die Tangente der Hyperbel. 3)ic ®Icid)ung einer Qcrabcn ^inte, 
»elt^e bie Jgjp^erbct in einem Q3uu!tc M, gig. 32, l>enH)rt, bcffen (Soor* 
binaten a' unb 9' {lub, lic{( fu^ nai^ bcr bei bet 6(li|)fc uub bct 
rabd atigcioaitbtett. SRct^obe lei^i cntiiiteln, wir lommett abct no4 
lei<^iec sttm ßk\, mm »it luftil^t ber gtvifc^en bet S^^pttUl itttb bct 
Gflipfe bcftc^cnbcn 9ielation in ber ©leic^ung bet (Sni^jferttanflcnte 
(©tctt^ung (6) €citc 26) ba« 23orjcic^cn bcö mit multiplicirten 
©litbcd in bad etttgegengefe^te Dttioaubeln; ed crgiebt fi^; aldbanit 



(1) 



ali bie ©iei^ung ber .gypesbettoitdente. 

Unalog mit ber i&Ui)p\t ergiebt fl(!^ atdbaim ba§ bie Songcitle 
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TU, g(0. 32; ml^t bic ^^petBct in bcin «Punftc If bctuj^rt, ten Sinfcl , 
i^if/^ bcr Reiben ilf ge^ötigen Seiißral^lett l^albirt 

fig. 82. 

U 




ben IBInf^ ^Xhitt, mX^n btt iSeitßra^l J*ilf mit bet ^erT&noemng 

JfX bc3 anbcrn ?citf^rn^lcö ma^t. 

3itr Uctung jie^e innn Tangenten itnb 9^orma(c bur(b beliebige 
fünfte bcr uacf^ ben frübcrcu Zugaben conflruiiteii Hyperbeln. 

iDie tdgottomciiiff^e Tangente beö Sintcld v, tvel^eu bie im $unlie 
t^yf bie 49)»etbel berfi^renbe ®erabe mit ber $lbfci{fett<uc maf^t, ijl nad^ 

@Ui((ttng (1) -Ti^Tf ^^^^» ^^^^ y* f^^*(^tt ÜQtti^ fti^i, 

lYTTTT* 

JDct ^unft, in ml^m bie ilanöeutc bie ^bfciffenaxe ((^ncibct^ wirb • 
gefunbeu, »enn man in ®lei(^ung (1) = 0 fej^t (Sd etgiebi fi^ 
atebann 

— S«4^ = Sät«', 

ttttb bft «'y ein $unft bet ^^perbeT if^ 

Dio Asymptoten. 9Za^ ©Icic^ung (3) wirb x um fo fleinei, 22 
Je gtö^ft n)itb| b. bet ^ur(f^f4^nittd|)unft ber ^ngente mit ber 
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42 . Die ^j^)crkl. 

Hbfciffenajre ttAl^vt fi^ bem !DUti((^imft 0 bei ^^perBet um fo mel^r, 

'\t weiter ber Serü^rungöpunft wcgrücft, für x' — cf^ wirb ^ = 0. 
JDioibirt man ßä^lcr unb 3^enner beö SÖert^e^ öon ian^. ü iit 

SÖert^, wel(|iet füt = oo in 

ilbet0e^i SBitb alfo in ^S, gi^. 33, ein §kvpettbifc( mietet, itai( 
oben mtb unten bie ^^Ange iSP =s iSQ ^ anfgetra^en, fo finb 
bie t^ott O ftbet P nnb Q gesogenen iS^etaben XiV nnb i>JV bie 

i^angentcn, luclc^c bie Ijeiben Slrme ber JpvP^^^^I unettblt(^er @nt/ 
fetmmg berühren »erben. ^Diefe ben Jlbfctffcn or' = ± oo entfpret^^cn* 
bcn 2!angentcn werben bie Slf^m^toten bei ^9|>etbel genannt. 

3toif(^en ben ^fpm^ptoten nnb ben cnif))U((enben ^^yef«* 
bel|»eigen finbet eint^nt fo j^xh%txt ^InnAl^ernnd #ati, ie 
weitet man fic^ )>om a^ittet^unlte 0 bef 49|>eibel entfernt 

Sü( einen $unft ber ^9)>erb!^( f^aben wir 

= 4!«^B« a) 

ffir einen $ttnli bes af9m)>tote bage^en ifl 
obee 

i/* = ;ji«» (2) 

8e)ei((nen toitr mit bie Crbinate JK eine« ^9))efbelpnnfte9, loel^e 
einer befHmmten Sibfciffe entf^)ric^>t, mit y bie Otbinate JJH" eined gu 
berfeUen Slbfciffe gehörigen ^fünftes ber ^Ifpmptoten, fo er|f&lt man 

bnr^i ^^ie^en ber <S)(ei(^ung (1) ))cn ©Teilung (2) 

y2 — ya ij2 

S)er Slb|tanb fflT = y' — y jwifc|)en ber 8lf9m<)tote unb bem 
*&9jperbelarm wirb alfo um fo (ieiner, '\t grdger y unb \f* wirb; er wirb 
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gUtcJ) 0 für X 



00, ba für o; = 00 aucj^ ^' unb y" uncnblic^ 
Sig. 33. 
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f(|lon fe^t beutTic^ ju erfe^eu, »eil für tiefe ^pptxhd Ui gteiciem Sßertl^ 
»on ^ tec ^e(t^ btt imtittn B »Ül lUintx ip, a(d fu( bie in 

9tg. 36. 




unter fonfl öteicjcu Umfldubcu für ttc ^pj)erbel gig. 35 uiel flein«. fein 
muff aU für bic ^ppctbel gig. 33. 

Sir »etbeit fp&tet noi^ an^re »ii^iige (Sigeitfil^afteu Ut Slfynu 
^toictt fennen Unten. 



©e^Stee iJapitet 

Standformotiott 6er (SoorMnoiett. 



23 Die Coordinaten eines Punktes bezogen auf verschiedene 
Axensysteme. 3n ©egie^uuß auf bic (^oorbiuntcnnrcn Oh ttnb Oi, 
gig. 36, ftnb OQ=rxmh MQ = y bic (Sootbinatcn M ^unfU» i£ 
Segofien auf «in )wcitce Sfienf^ßcm, bcffcn SIren CJE? nnb CJ' 
mit btu entfpre($enben Sljten bed erfteren ipataM laufen , ifl (7i^ = X 
bie Slbfcijfc unb iVM = Y bic Drbinate bed ^uuftea Jl/. einb nun 
072 = a unb = h bie ^oorbiunten bed ^^nfangd^junfted C bcd 
Itocitcn Slxenfpßemd belogen auf ba0 ti^t, fo ijl offenbar 



(1) 
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3)enfen xbXx uitf atet femct titt^ benfel^en 9unft (7 ein briitc« 

S9|lm Yf^twtitfeligcr 9^en (71) nitb 

Ct QeUöt, fo fmb CL =i t unb 
ilf =. I) bte (5oorbinntcn bcS ?Punf* 
tee M in SBeiief^un^ auf biefed biitte 

i|l ittttt 

t^CP — LP. 
SSÖirb bct äöinfet iCJ', melden 
i bic 2ljc ber « mit bct Sljce bcj JSC 
mat^t, mit a U^ti^ntt, fo iß 
Z'S =5 PN = CN.an.a = 

=s CN . COÄ. a = X. C05. a 

XP = SN = MN.siiua ä y.«m.a, 




9 = X. 5in, a -|- y . COÄ. a | 



f = X,eo8,a — y.«m.a 

©e^en wir für X iiub Y it>rc obigen SCBert^e, fo fommt 

t| r= (jj — a) sin. a -f" 0/ — ^) I 
f = (« — d) cos, a — — b) svu a j 



(8) 



(?) 



in. a) 



(4) 



y = 6 t) a — X sin 
a = a -j- sin, a £ COS. 
3ß nun 

bie ©Uic^ung irgenb einer @ur))e tu ^SBeiieffung auf bad brüte ber obt^ 

%tn (SooTbittoteitfyßeit», fo $at man mt für « itnb 9 i^te Serii^e 

(8) in fetett, itm bie @fei<^uti0 Ux^tlUn (Sum in Qeiie^no anf boS 

erße Kjrenfpftem ju ermatten. 

(S^ fei i. 93. ' 

i4«t)» + jB»f« = (5) 

bie ©leic^mig einer nuf b(v3 britte 2(xenfi;)lem bejogenen ßllipfe, ^ig. 37 

(a. f. ©.)/ fo ^aben wir nur bic oben angebeuteten ©ubftitutionen ju ma(^ en, 

um bie ©Icic^ung bet (Slli^fe auf bad erße Slxenfpflem belogen gu erf^oTtett. 

Sif »oQen b^cc bie aimebeitiete ^ubfUtution nii^t btttibfüt^ten, 

fonbem mi stttterfitileit, toel^t 9otm bie eUüim^ htt Qfai))ft but^ 

eine fo(4>e S^tattdformaüon ber (Sootbinoteii annel^meit mirb. 
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46 XxantfomaHm ber Q^c/MnaUn* 

SBenn man hm Ui (8) gegeBetteit SBeirQ von i| auf M Onabrai 
ttl^cbt, fo cr:^Ält man einen Sluebrittf, bcffcn einjctne ©lieber wttlti^jUcirt 

gig. 37, # j!nb mit bcu öariabctn gactoren 

Ii 1/2, a?y, Ä unb y; cnbli^ 

fommen au(^ noc^ ©liebet »ot, 
»el^e tti<^t mit einem »atiiu 
betttgactoe behaftet {inb. 
fetbe gift »on bem anf9 Dno» 
brat erhobenen 2Dcrt^e »on 
fubftttutrt man alfo tu btc OIci^j 
^ung (5) für x unb i) t^re 
ä&ertbe bei (3), fo »iib bie 
IT (9Iei4nng not^menbig bie gotm 

c«* + i?t/2 + ^ori/ + jp« + ö^y = -fi" • . (6) 

aune^men. 

3u eincv @Iet(^ung berfelkn %otm, ndmlic^i ju einer ®tei(^ung; in 
»el^et ein @iicb üorfommt behaftet mit ^r^^ etneö mit y"^, eines mit ay, 
eined mit eined mit y unb enbU(^ eined obne »aeiabcln gactoe, 
langt man abee an^, toenn mon bie (Sflei^nng bev $atabeT nnb 
bie i9Iei(|ung bet J^9))e?be( in gleiche? Ifi!eife ttandformitt, wie e« oben 
für bie ©flipfe angebcutct wnrbe; man gelangt ebenfalls jn einer 
©Iei(|ung i^on ber bei (G) Ojegcbcncn ?^orm, roclt^e fic^ öon bcr (IJlei^ 
(^ung ber (äUi^pfe nnr burc^ ta^ (^ro^enoer^ältnip itnb bie Sßot^ti^tn 
bee conßanten gactoien C, D, E, F, G unb H nnteef^eiben.meeben. 

3>ie allgemeinfte gom einee ©Tei^nng gtoeiten 0r<ibed, wie {!e bei 

(6) gegeben if^, reprafentirt alfo je nac^ bcm Söertb bcr conjianten gac^ 
torcn eine ^arabet, eine ^^öpcrbcl ober eine (SUi^jfe (ber Rxt'x^i ifl 
nur ein f|)eciet[er gaQ ber ^Ut^fe) unb burc^ Uebergang i»on bem ^en«, 
fl^ßem, auf welcbed ^ bie ©lei^nn^ (6) be^ie^t; |tt einem anbetn 
piiflenb gewAl^lien (bne^ (jeeignete 3!randfonnation bee (Sootbinaten) 
fann man bie ®fei(^ung onf eine einfac^ete ®eftalt jururffü^ren, unb 
jtvar gelangt man, je nad) bcn fpectencu SOÖertlien ber gactoren C, 1), 
E u. f. xo. entweber ju ©leic^ung (6) §. 11, ober ju ©let^nng (3) 
^ 17, ober enblic^ ju @leicj|ttng (1) §. 20, Obne fol<bc ^Iranöformo^ 
Üonen bnv<^sttfitb*^n, f5nnen wie an» biefen^bentnngen bo4» f<|on ben 
e^\vL% iic^n: 

^of iebeOUi^uns be9 gweilen ^eabe0 swifd^en ben i»e<« 
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MttXi^tn dr^fen » «nb y, l^egogen auf teil^iioittfcUge (Eo# 
otbinat^n, enttoebetr eine ^Uifife pbet eine ^airal^el obet 
eine ^^fietliel batflellt. 

MitoMnk^yge Coordinaten. ®it l^aBen Ibid^n f etd m^t* 34 
itommfn, baf bev fßüinUif »cT^en bie leiben C^oorbinatenaten mit eitu 

unbcr macl^cn, ein rechter fei; mau fanu aUx bic Sage etned ^unfted in 
bet ©bcnc au* babur^ befltmutcu, bop mau i\)n auf fc^iefwiufelifle 
(Socrbiuaten hnk\)t (Sd fctcu nnb YY, ^ifl. 38, btc fic^ ft^icfi» 
toinUtig f^neibenben <Soo(binaUtt<uccn, fo finbet man bie (Soorbinatcn 

38. ^^^^ $un{te6 ilf in IBeiicl^nng auf 

hU\U ®p^m, inbem man hux^ M 
eine i^inie ^)oranet mit ber ^xt ber 
y 5i«^t. 3it iV bcr ^m\U, in mU 
(^em bicfc Sinie bie Slbfctffcuaie trifft, 
fo ift ON = X bie Slbfciffe nnb 
NM=y bie Ocbinate M^mäM 31 

(Suchen wir nun bie IBegie^nng 
ju ermitteln, welche ftattfiubct jwiftben 
ben ((^iefroiufeligen ^oorbinaten ay 
M ^ttttlUe M unb be» (Sootbinaleii OR = x unb EM= t) begoßen 
auf bie te^twinfeligeit doofbiitatenomi Oh unb Oi, beten ^tte(^fi(>nitt0» 
pmU mit bem Unfauggpunft 0 be« ft^ieftoinfetigen iSoofbinatenß^jiem» 
gttfflmmenfäflt. 

fct a ber 2Btn!ct, wetc^en bie ?ljce OX macfct mit bcr 2toe 0^ 
Itnb /5 ber Siufel, welchen bie ^xe 0 Y ma^t mit bcr 2ire Oi 

SBon wetbe ein $Pef)>ettbifet ML auf bie ^xe ber t) gefallt, 
JfjB ipavallet mit XX ge)o(|eii itnb m JET alei^faUe ein '^ev^enbifel 
ÄP ättf Oä flcfant, fo ijJ 

i| = Ä Jf = OL = OP — 

PL SS SM^ekua =s ««Mika, 

atfo au<( 

I s y.airuß — a.8in,a (1) 

fStan faae ferne? m IT bft« !pe«|^ettbife{ SK auf bie Ure Oi, 
fo (nt man 
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OK ^ OH.cos.ß = x,e<y8,ß 

KR = HM, cos, a = a.cos.ai 



atfo auc^ 



f = y.eos.ß -|- a,eo8,a 



(2) 



Um öcii rcd^troinfclißcn (Soorbinntcii xx^ (iiif fdjtcfrotnWtge ^i/ uhtxf 
^uQcT^en, l^at mau tau für x uub t) i^re tihi^m ^ert^e bei (1) uub (2) 
)tt fcfccu. 

i)f2a(^ btefett ^ludeinanbesfcl^uttdeii ifl titttt leicht, bie ©Ui^uno 
ber ^|^)>cfbel für beit gaH cntmitfcltt, baf man bie SCf^mytoten 
old dootbinaieitajfen betrautet. ^Ui^ung bei: ^^pci:bcl, »ie 

U)iv fie öbeu fcmicn hxwuw, ifl 



wenn mit mit % itub i) bie rc^ttvtnfcltoeu 6oorbtnaten Ititi^vitxi. Um 
bie ©let^ttitg ber ^^petbet fttc ft^tefiotnfcUde (Soorbinaten {U ni^attcitr 
bmn SCnfanoepunIt fiteit^fattd bec ÜRittctpuiilt bet ^|^|>evbcl iß, ^at man 

nnt In bie obige ©teic^uuQ ber ^pperbel für t nnb i) -il^re Scrtl^e bei 
(1) ttub (2) i\\ fe^eu. ©ollcu aber bie Slfpmptoten felbfi jene f^ief* 
tüfitfeTfg (i^ fd;ncibcnbcn Streu fein, fo ifl offenbar ß = a, bie ®lei* 
^uug (3) wirb alfo nnc^ jener Subftitution 

— — ^»(y + = — ^*-B«. • (4) 

9htn ober i|l (S. 22) 



(3) 



B 



tang,a = 



A 



A,sin,a = B.cos,af 



bemna4 ergiebt fi^ and <S)(ei^uug (4) 




1 — sku «* il« 
A^.miu o« =s — cm. 
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«nb mcnn mon. bicfcn SBert^ »on «n.a2 i,i ©Uic^unö C5j [ubftituUt, 
fo fommi 

^2 + 5> 

«y = — — (6) 

^ C (7) 

-4' -I- ^2 

wenn »is füt beu coufmnten Sei;t^ — tinfa^ ben $tt<tjlaleii 




JDicfe ©leic^uufl (6) ober (7) ift nun bte auf i\)xc ilfpm* 
Ißtoten bejogene ^Uic^ung ber ^i^y^rbet 

3ie|ft man alfo bur^^ iigcnb einen ghintt Af, gig. d9> einer 
ptxUX imi Zinitn MC unb MB parallel mit ben beiben Stfpmptoten, 
fi) ifl bad iprobuct ber beiben Orbinnten unb MD {leid ba[)c(be. ' 

SWftlKc «lAlvtifd^e etomtttk. 4 
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50 £raii^f0rmation ter Soortiinaten« 

^et ^n^attW ^mMo^tmm^ MGDOift aBct MC X MD . mr. 2 
tvenn » t)n ^lufel i% ml^tn tint ^f^m^tote mit be( .^au)>taxe be; 

Sig. 40. 




^W«M ma*t, atfo 2« bct StitW t)i, welken bie Reiben 2lf9iiM)toteu 
nttt cinanb« macjen. «cieij^neu ww be» Sn^alt biefcd gJotallclofttammd 
mit «/| fo ^hm »i« olfo 

«lifo au<( 

4 

$)« 3n^«tt be« ^JawMögtmimi« MCDO ijjt alfo «nmAnbeili* ber* ' 

felbe, aucf) bet qjunft M auf bcr J^9^>ertel lit^tn ««ö« ®« f^«^ 
otfo He ^Patanetofitamme MCOD, MOOD', W'O'OD" u. f. to., 
^{g. 40, fammtlii^ cittonb« ftlei* unb 5war ßleic^ bcm Sn^ntt bcr 9?autc 
SOüVf wel«^ man ev^&U, toentt man Dom (Sc^eUd /S ber ^^)^tM 
Me leittUn iS IT itttb iSF ^ataM mit ben Kfpm^toteniucett tiefet. 
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^ür bie flieicfcfetttqc SQpptxUl wirb 2« = 90^, alfo sin. 2a = 1 
iittb A=zB, 5Die befpt^nctt ^arattelograimne mtthvx aUbann Un(^ 

^> 

litijc JRe^Udc, bcicu 3n^att ßleic^ ifl. 

FolArooozdixiaten. 3)ie fiAge eine« $ttnfte0 If, gig. 41, in bei( 95 
tS(enc fatiti aii^ boburt^ befHnttni »etbctt; ba§ nuiit fefnett Hbflottb MC 

gig. 41. ^on einem tu betfelSen (Sbene lie* 

genben fcfJen $iin?te C aufliebt itnb 
benffllnfel, welchen biefcr ^eitftrn^l 
(radiuB vector) CM mit einet fefken 
geeaben ^inie CX ma^t 

^e sänge be« l^eitfha^te« CM 
ttjotlen lüir mit r, bcn SBinfcl 3f 
aber »ollen mir mit v bejcit^ncn. 

Um auf biefe Seife g^unfte in 
aQen Steilen bee (Sbene, anc^ tmiet« 
l^lb ber Sinie CX Beßimmen gn 
fdnnen, o^ne in bet Stiftung bev SHn!el$dMnn9 eine Kenbetnng ein* 
treten ju lajfcn, mu§ man bie fflinfel auc^ udc^ über 180« ^inauö 
sagten, mie für ben $un(t gig. 41, bet äBinSel v grdfer iß 
aU 1800. 

Untee Um^&nben »ivb bie S^intelaA^inng fetbß no^ nbee 360« 
^nne fortgefe^, toie »»ie nnten (ei ber ^Son^netipn ber avtiimebif^en 

©^)irale feigen »erben. 

3ur Uebung trage man, nac^bem man auf bem $a)>ier ben Sßunft 
C marfirt unb bie ^nie CX gejogen |at, bie bnef^ fotgenbe infommen' 
ge^^fige Iß^ert^e m v imb r bejümmten 9nnfte auf. 





r 


1 V 


r 


300 




2100 


1,4« 


700 


2^5 cm 


2500 


3,6«» 


UOo 


gern 


3200 

• 


2,9«« 



IDer fefle ^unft C, i»on »eifern avA bie l^nge bee i^itßtal^Ien 
gemeffen »ieb, »ivb bet $o( genannt ^e 9efHmmnngd^tf^ toel^e 

4» 
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52 ^randformatton ter (Soartittatcn. 

nacb tiefer SKet^cbc bcr Ort^bcftimiuuuö nßt^ig fiub, um fctc Sage ciued 
$uufte^ in ber (§bene feß^ufMen, mmli^ bie ^ange r bed ^eitfhal^Ied 
itnt be( Sinfel »eichen er mit SlnfanoMinie CX ma^t, »etben 
bie $o(arcoorbinate}t bed ißunfted genattttt 

®enn möit »on irgenb eiwem ^Piinfte 3f einer eBenew C^uttoc, 
gig. 42, nac^ einem jum ö€mal;ltcu ^fünfte C sict)t, fo ivirb bic 

Sänger biefcä Scitftra^led eine anbcic 
iverben, tvenn man 9on einem $un!te 
M bee (Sueve )U anbeten $nnIUn 
M*f M* n. f. to. berfelben über^e^t, 
bie «an^e r beö «eitftraMeä ifi alfo 
von [einet Oiidjtnng nH)än(^ig; ba 
ab« bie JKit^tung beö iicit|trat?tcä 
bttr(( ben Sin!el v beßimmt iß, fo 
ifl alfo r Don v unb nrngefe^tt v )»on r abl^ftn^ig. 

Sie Slbt^dn^igleit gwifc^en r nnb hvLi^ wet^e bie 8ebin0nnQ 
att«0cfvHerf3cn »irb, b(t§ ber bnrd^ bie gufammenge^örigen lEBertl^e »on 
r unb V bcjcicl)ucte *-]jnnft einet beftimmten (5nri}c aiu]cl>Öten fofl, njitb 
nud) biet butc^ eine ©teic^ung jroifcben r unb v anögebtücft, wctcfie 
man bie^olatgleif^un^ bet@utoe nennt unb beten attdemeinfte gom 

\% mVS^t an9brd<ft, bag r eine gnnetion »on v ift. 

Um Hat §M xm^t% wie bttt<f> eine ®Teicf>nng jwifd)cn r nnb » ber 
i^auf einet (5nn>e beftinunt iuetben fann, lucUen wir bic (Sutuc uä^et 
betrachten, beten (^Uic^uug ijl 

r r= wii (1) 

S)ief( ©teid^nngi in wel^ n einen eonftanten gactov Bejeif^net, 
ßent eine <Snrf)e bar, met^e bie (Si^enftlafl l^at, baf bie iSfinge eine^ 
Seitftta^Ie^ jletd ptoportionat ifl ber %th^ be« Sinfeld, loel^en er mit 

ber Sinfant^ölinie CX mac^t. 

^iefe (Sut)>e ift unter bem i^lamen bcr arf^imcbifc^er. ^{x»raU 
befannt. 

®e|en »ir in ©Uit^nng (1) n = 0,05, fo ergeben fl<|^ folgenbe 
infammenfle^drtde SDert^e i»on « (in €^raben andgebrütft) nnb r: 
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V 


T 


V 


T 


V 


T 


0 


0 


160 


8 


360 


18 


20 


1 


200 


10 


400 


20 


40 


2 


240 


12 


440 


22 


ao 


4 


280 


14 


480 


24 


120 


6 


320 


16 


520 


1 2^ 




bicfe <Sut)>e in beif SBeifc 
ße$et(i()net, baj bie ob^en 

limctcr aufi]ctrai]cu jinb. 
3ur Ucbunft jeic^uc man 
bie (Stttve in bet Seife, 
baS bie obigen ffiett^e 
)>on r a(d patifet (obe? • 
tiöcnb anbete) Linien «nf*' 
(jetiagcn lucrbcu, wobei 
mir UD(^ }u bcmcrfcji i|>, 
baj ed, nm bie (Suri>e 
{I4^em {iei^en |tt fdnnen» 
gni fein wirb, au^ noc^ 
bie 2Bertf)e von r gn 
bcrüdjlcbtiöen, »elc^je ben 



SBertften v = 60o, 100«, 140o u. f. u). eutfpiec^en. 

Die Polargleichung der Parabel, ^licbiuen wir bcn ©renupunfi 26 
ber ^arabel jum ^^ol bcr ^olarcoorbinatcn, bie ?lre bcvfclbcu jut 2lu* 
fanö^Unie bcr ffiiufcljdl^luug, fo ift MF, m:^. 44 (a. f. ^^^^ 
f^fol^l r bed g^unlted Jlf, n>eld)er jnm SBintel v (Sinfet Jl/i'^iV) gehört, 
güt bew $ttn!t 3f iß aber If^ =s bie Orbinate nnb ON = a bie 
$(bfciffe^ wenn man ben ®i)>fel ber ^arabel ^um ^nfangspunft bed 
rct^twinfcii^cu ßuccbiuatenfpftcm^ nimmt. fRm ifl aber üffeubat 

= ?• . c^'r?. (1) 

« = Oi'^ + FN 

ober 

flj = p -|- r c(?5. V {2) 



Digitized by Google 



54 



tpenn p ben ^ftanh ^ttimpwäH^ »om ^i)»ftf ^r|e<f|iici ^ie 
®tci^ung ber $at<iBeI fAt ted^twinletige tS^otHiuitfit; beten Knfangd^ 

<>unlt im ®i))fet bcr (Sutöe liegt, i|l ab« 

(Se^en u^ir in biefe Mti^m% f&t a unb y i^tt Seri^e bei (.2) 

= 4jp (p *■ 
«bbirt man auf beiben (Seiten ea$,v^, fo fontmt 

/ r = 2|? -j- r üM.» 

r (1 — co8,v) = 2p 

r = ,-^^ . . . (3) 

1 008, V ^ ^ 

nnb bfe« ift bie gcfttitic ^olavoUi^nng bee Wambel, »enn bet 9tcntt» 
^nnft sunt $ot gewd^tt »<cb. güt « s 0 erlitt man na^ biefev 
©Uic^urtö = 8 . gilt ü = 900 »ij^ r = 2p unb füj v = 180« 
»iib f = p. 

9f0* 45. 










0 





27 Polargleichung der Ellipse und Hyperbel. S'lc^meii irtt ben 
I9tettni>un{t F bct ©Ilipfe, *>^t(V 45, jnm ^ot ber "l^elarcoorbinaten, bie 
4^iii^iajre Ux (S0i|)fe lut Slnfan0dtt(|itttn0 ber ^infeti&b^ung, fo ifl 
FM = f ber Seitßta^I bed $nn(te9 Jf , »eiliger mit bet Slnfang^tinie 
ben IBinfel UFP = « ma^. 

^ür baö red)t\iMnfcIt(\e ßoorbinotenf^flem, welches wir in §. Ii bei 
<&ni»i(felung bei; ©Uict^ung ber 6tti))[e ©runbe legten, iß = 2^ 
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hit OthinaU unb ON=sa bU mfctffe M ^unfted M. fflnn aUt i% 

y =z^r,dn,v (1) 

fantx ijl 

FN = r . CO«, v; 
FN^ E + at, 

wenn ^ mit frübec bcn Slbitaub bed ^xtnnpmtUd F vom 3ÄitUl^)unlt 

« s=c r,co6.v — £ 

obn 

« = r . t) — Ae . (2) 

»enn loit ^« f&¥ fc|eiu ^ =: fo iß bemtta^ oit^ 

=s ober = Jl« (1 — eS). ®it^fUhtiMit »ir biefeit 

mtti\) »Ott In We «teicl^ung <glK^)fc (Ol. 6, §. 11), fo {ommt: 

ober 

-I- (1 = ^«(1 — e3) (3) 

eine öerdnbcrtc ^crm bet @lei(^ung bei ©Kt^jfe, wenn il^rc Jpau^Jtajceit 
|tt dooibittotenoiett öenommen merben, wMt jmn Uebergang ouf jpotat* 
coofbinaieit vovi^eil^afiec ifl, bie ttifyniit(|l^e gotm beir <5ai4>feii# 

^i^eii »iv in ^llei^ttitg (3) für y unb i^v^ SBeri^e bei (1) 
itttb (2), fo fommt 

r««n.t,2 + (1 ^ (reo-?.» — ^€)2 = ^2(1 — «S) 

— 0Si*t 4M>«. — 2 ^ CM. (1 — eS) ^ ^s^s (1 ^ ^ SS (1 _ e2) 
r»(l — «2co5.t;2) — 2 ^ er COS. r(l — = ^2(1 _ gip 
r3(l _ c2coÄ.ü2) = ^2(1 _ ^2)2 _|_ 2^(1 — e^)erco8.vi 

obbift man auf bcibeit@eUeit be^OUi^^eitösei^cnd «*r*eo».9>, fo fowiiit 
r«(l — «»co«.t;2) ««f»«>5.«» = -42(1 — e«)» 

-|- 2.4(1 — e'^)ercos.v e^r^€08,v^ 
, r2= [^(1 — e») + erco«.r]« 

r = ^(1 — «*) -|- ercojfcü 
r(l — = — 

,^A(i^ : (4) 

1 — ee(w.v " ^ 
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Srandformation ter Koordinaten. 



tu flcfut^tc ?PoIargIet(^un9 bet (Sllipfc, in tocl^tx e jcberjcit ficinct 
fein mu§ alö 1, ba E<^A. 

^ätte man ben aiibcrn ^venn^unU P, gig. 39, gum ^ot ber 
$oIaic«o¥bin<iten gemä^U, fo »ütbe man 

' = rTi^ 

1 -f- CCOStV 

ald ^olavglet^ung bet @ai^fe gefnnben ^abcn. 
gOt e = 0 Wieb 

r = A 

«nb bicd ifi b<e $o(arf)Iei(^tttt(| be9 A(re<fc«. 

9{a(l^ bemf((ben sietfal^ten, t9ct($ed to<t füb bie Wiif^t angewenbet 
^aben, ftnbet man abet an<$ 

. = • 

füx bie ißolacgtei^ung bet ^^^»evbel, «üb itvar gUi ba^ obeve ober 
nntm Sot)ei^ im 9lfniteT, {e na^bem man ben einen obet anbent 
9«enn:pnnft bet ^pperbel jum mdl^U. 

^ür bic ^pperbet ift e ftetö ßrößer al0 1. 
$)iefclbe ©Icic^ung (6) pellt alfo cnfwebet eine (5lli<)fe 
obev eine $9)>eebel bat, {e na4>bem « < 1 obet « > 1 ifl. 



©iebtnteö Kapitel 

(Sttrt^eu t^ü^^tut OtbmuQ nnb tvan^ittubtnit <£tttrDetu 



2S Farabeln ▼eraehiedener Ordnung. Sic ^aben gefe^en, ba§ 
iebe ®tei(^ttng evfien ®Yabe9 (lotfc^en ben i93erAnbetli4ien « nnb auf 
tei^iwinlellge (Soovbinaten belogen, eine ßcrabe ^inle baefleHt, to&f^* 
tenb jebc ©Icicfcung jireitcu ©rabed gwifcfecn jroei SSariabeln entn)ebec 
eine fporabcl ober eine (SUipfe ober eine Jpppcrbel rcpräfcntirt, je 
na(^ bem &x6itMtt\)äitnii unb ben ^ocieicf^en bec ccnftanten gactoren. 
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gurtoen i^ö^mv Oitnung unt) trati^fcent>ente Surfen. 57 

2tne (5ur\)cn, bcren ©Icic^ung ^e^crc ^otenjen oou x unb y cnt? 
I^&lt, »erben (Sut^eu ^ö^eret Drbnung genannt nnb ed gteBt beien 
tttt)&i^Ug «>icU, Don betten »ii^ nur eittige bee einfa<^Pen betrachten »oUen. 

Ktte (5«v»en, beten ^Icif^mtg in bie aVgemeine gpm 

= a4f* (1) 

pajfen, in »etfibet a, n nnb m conftonte ©röpen bejeit^nen, wetben 
unter bem gcmeiufdniftlidjcn 9himcn ber (paratutn jufammengcfa§t. 
streng genommen gehört alfo aud) bie c\cxahc ^inie unter bte 3<^b^ bet 
yatabeltti benn ©Ui^uno (1) ge^t in bte ©leti^ung einer geraben ^(nie 
Aber, wenn n = m = 1. S)te ^atabel ^weitet Orbnung, f&t 
»el^e m s=s 1 nnb n = 2, »irb ]»ot5ugdtt7etfe ^arobel genannt, nnb' 
nnt biefe im vierten ^(i||)itet näber befpro^ene frummc Äinie ifi ge* 
meint, n?cnn man ol)ne ircttere 53c5cidmung \Jon einer ^^^arabcl rebet. 
©obalb in ©leic^ung (1) in unb n irgenb tuel($e anbete ^ert^e ^abeu 
atö 1 nnb 2, ftellt biefelbe eine Parabel ^^tttt Orbnnng bar. 

Sig. 4G. 




3n gig. 46 {Inb oier (Surfen infammenge^ellt, melcbe ber ^tetcbung 

jr = « (2) 

entA>re4en. ^ftngendn^eit ift bei ^onfhnction biefer (Surfen bad 

Zentimeter aufgenommen worben. gitr n — 1 fleflt ®Ici(^ung (2) 
eine gerabe ^iuic bar, mi^t einen Sinfei »on 45» mit ber ^bfciffen^ 
axe mai^t. 
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58 Surfen ^ö^mx Ordnung unt) tran^fcen^ente (£un)en» 

gür n = 2 fttUt @Ui^un0 (2) bie gcwö^nlid^e ^AtaBcI bat. 3m 

gälte n = 2 Qtebt ®lct(^ung (2) folgcnbc utfammcnöc^drige Seltne 



m 

•V 

> 


y 


0,2 


0,45 


0^ 


0,72 


1 


1 




1,41 


8 


1,73 


4 


2 



3^ in eUi^n^ (8) n = 3, fo ^oieit toif mit einef ^Aro^ct 
btütcir Orhintitg }u i^un, mit eti^Ilen natl htt €Kei(i^un0 jf' s « i[9U 





2^ 


0^ 


0^9 


0,5 


0,79 


1 


1 




1^6 


4 


1,59 



gÄt n = 6 ge^t ©Ict^ung (2) übet in 

itnb bicfes iS^Uic^ung etttf|»ef(ett folgenbe aufamiiiendcf^iioc Scit^ m 
« unb y: 





y 


0,2 


0,76 


0^ 


0,89 


1 


1 


4 


1,86 
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@ttrt)en yöt^txsx Dränung unt> trandfcentente Sttrt)en* 59 

gür a = 0 crgieti ftcj) bei nflcn bcr ©leid^uttö (5S) öit0C^örigeu 
(Suchen «tt(^ V = f"^ = 1 ergictt fic^ aud> für alle ?/ = 1. 
Qat ütkm^ coitßtttiie matt bie (Sxu^tn, beten @(ei(|iuni) i^: 

inbcm man für a bet Slei^c nacb in tiefen ®Iet(^ungcn fefet »/lor Vio# 
1, 2 unb 4, bic juge^örigen Senile öon y berec^jnet unb aufträgt, m* 
Ui man ttm ben babift^en Sangenein^^eit annei^men (ann. 

®i( Untan ^iet tti^t wettet auf bie ^ef^re^ititg bee <Sii)ettf(^apeit 
be? ^mMn, ^^tm Orbmiitd eingeben. 

Die Lemnlmte. ^ie Semnifcate ijl eine ftitmiite Mittle, 39 
wel^e bie Gidenf^^aft ^ai, baf für ieben ^utift M, gig. 47, 

«ig. 47. 

M 




bcrfclben bad «ßrobuct MF X -J^-?^ bcr abfianbe beffelben »on 
gmet feflen q^unften F unb ßetd tinet conßanten @ti^$e 

mit »oQeit ben ^ßanb bee bciben fünfte F nnb jP mit 2£ 
iittb ben conftonten Setl^ be» ^fobncted if F X vxüt Ä* U^d^ 
nen. — 9lei^men mh bie QetBinbnng^fittie bee Beiben f^flen ^nlte F 

nnb P §ur SCbfciffenaxe unb ben ^unft 0 berfelbcn, »eichet jmtfc^en ^ 
F unb P in bcr ÜKtttc liegt, ^um Slnfangöpunft ber C^oorbinntcn, fo 
ift bie Slbfciffe bed fünftes M gleich ON = « unb bie Otbinaie bef« 
fetben NM = jf; ^ben aifo 

FM» (Jsr 4- 40« + 

F»]!!* SS (J^ — Ä?)« + y'i 
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60 (luiücn 5)ö()crcr Or^nunß uut> tian^fcenl>ente ßurocn. 
ift alfo mä) bcr $£)efinition ber Scmnifcote 

i(E + s-y + tß] [{E — j^r- + ^2 . . . (1) 

eine QDleic^ung »iectcu @rabed ald OHctc^ntng bet ^emnifcate. diat^ 
einigen fRebuctionen ti^Uht fi^ oud (^Hetauui^ (1) 

+ 2/^ + -5' =y4i?««« + 
unb baraud. 

y = _. + V^4J;2d;2 _|_ ^T) ... (2) 

gAt ben £Dtti4f<^nittö|)ttn{t bet (Sxim mit ber ^bfcijfenaie ift 
Sf = 0, alfo 

^4 2 E-^x^ + — 4 ^2;c2 -j- 

^4 _ 2 i<;2^2 + == ^* 

4.« ^ — £ ^2. 

^^^^^^^^^^^ » 

« = ± V^?» ± (3) 

3)ic ®lcirf)«ng (3) gicbt »ict SBcrt^c für x, von bcnen aber jmci 
al0 imaginär luegfallen, fobalb A ,> E. gür -4 — giebt @lci(^ung 
(3) btei eeeUe SBert^e füc o;, oon benen etnei gleich dluü. %üt A:>£ 
^at alfo bie dnm 2, ffte A = ^at fie 3, A<: E enbli^ t^at 
fie 4 3)ur(^f(|^ntttd)pttnlie mit ber Kbfctffenaxe gemein, mxau^ man f(l)üu 
übecKbcu fann, ba§ bcr ^barafter bcr (5uroe ein wcfcntlic^ nnbcrcr fein 
tt?irb, je naitbcm A t3vij{;er, ßletcb ober ftciner ald ift. Ilm tieä an* 
fc^aulic^er ju machen, wotten M)ir beu 33crlauf bcr ^uri^e nac^ ©teic^jung 
(2) für f)}eciene ^ert^e von E unb verfolgen, unb gwar tooften wir 
fitr olle fptgenben ^eifpiete E = % (Zentimeter) annehmen, bagegen 
für A ber Steide na^ t>erf(^tebene SEDert^e fe^en. 

1. E z= 2, A = 1,0, alfe .4 < E. gur biefe 2Bert^e ber (So* 
efficienten £ unb ^ wirb (^leid/ung (2) 

y = Vi— jr» — 4 + V 16«« + 5,06) ... (4) 
JDicfcr ©Icic^ung cntfprccibcn folgenbe gufammcnfle^örige Sert^e 
^9ti X unb yi 



y 



± m 
±2 

± 2,5 



0 



± 0,55 



0 
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(Surfen j^ö^^ercr Ortnung un^ tran^fcen^ente &urt)en* 61 

güv pojitiüe über necjaHtjc ®crtl>c oon o;, wel^e flciitcr finb ald 
1,32 unb grö§er ald 2,5, gicbt ©Icic^ung (4) für y mt imagiudre ©ert^e. 
^te @ur)7e beßel^t bemnac^ aud gioei gefonberten in fi(^ gcfc^toffenett 
®tüätn, wie man bied 48 flc^t, in »e(4t( tic um F nnb 



M 




joflcncn mit I bcjci^nctcn rinflförmigcn gigiucu bct ©Icicbung (4) 
entfptcc^)cu. ^ci ber Ücnftruction biefer %i^ux ift cbcnfo mt bei bct 
^onftntction htt (&umn II, III unb lY bad (Sentimeiet ^ngcn^ 
cin^eit angenommen »ovben. 

n. E = %A^%, alfo ^'=: JSL biefen {all fielet 
^ung (2) Aber in 

y = V^(— «2 — 4 + VT6^ 4- 16) . . . . (ö) 
liefet (S^tei^nng genügen folgenbe infammengel^drigc Seltne »on 

« nnb 2/: 





y 


0 


0 


± 1 


± 0^1 


' ± 2' 


± 1 


± 2,83 


0 



»onnc^ bic mit II bejcic^uctc ßuröc in 48 conflruitt ift; f!c befielt 
aud gmci in fid? Qcfc^lüjyencn ©lüden, tt?eld)c in 0 jufommenfiogcn. 

UL E =%, A = %f>, A> E. gä( btefen Satt gelftt 
^^lei^nng (2) üUt in 
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62 Qm^m yö^mx Ordnung unt trandfcent>ente (Surt)eii« 

y — V(— ^2 _ 4 _f_ Vl6^+ 38,9) .... (6) 
mU^u €^Ui(tung folgende ^ufammtn^t^ti^t Setl^ t)oit a nn^ y ^t* 





2^ 


0 


± 1,5 


± 1 


± 1,55 


± 2 


± 1,45 


± 3 


± 0,72 


±3,2 


0 



. S)ie iiai!( 9Iet((img (6) confltiiifie ünm i(i in gig. 49 nitt IE 
Uiti^ntt ieitcn fülv ^4 <; gehenittcit <5ttfi»ettflft<fe t^minigen 
ft(^ ^iec einer einzigen [d^lüjf enen (§uc))e. 

Sie- 49. 




IV. E:=2, A^^, alfo ölcic^faH« A>E. %üt biefe SBer% 

»on E unb -4 wirb au^ ©leic^uuö (2) bie 01ci(^wng 

y = V(— — 4 + Kiei« + 81) . ... (7) 
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y 


0 


± 2,25 


± 1 


± 2,2 


±« 


± 2/)0 


±8 


± Ml 


±8,6 


0 



»mit He Cum IV in Si^. 49 cotifhuift Ift. 

$)ic ?cmnifcotc ©Icic^ung (2) gcrfäflt alfo in jwet getrennte ge^ 
fc^Toffeue ^utöcn, fo lan^c ^ «< £; Pe Wlbet oI)er eine ein^iflc gef^lof^ 
fene (Suwe, fobolb ^4 > 

ni^i l^icY l^ev. 

Transsoendente Curven. SO^it bem ?Ramcu ber ttandfcenbentcn 30 
(Surt^en bc^eu^net man bieienigen, in beren (^(eif^ung bie Ocbinate ]/ 
aU eine <S;||»oncniia(fttn€tii>n, aU eine Uoatit^ntif^e gunctioit 
ober a(« tti(|onometfif(|e g^nctiott bev sbfciffe 4; etf<|eiitt SRait 
fatttt biefe (Smeti am dttfa^ßen in Ux Seife eonfhuifen, ba$ man bie 
äufammengel^ötigen ©ettt>e i?on :c nnb y au0 ber ©let^ung berechnet 
unb ald re4itn>in!eltge ^oorbtnaten auftragt, t9ie mx bied beif^ield»eife 
fÜK }tt>ei folt^er (Surfen au^fu^ten tooUen. 

<S» fei bie ^leif^nna 

gu conftntiren. SHefet €)(ei(^ung vxüt^xt^tn fotgenbe ^ufammenge^drige 
Sert^^e »on x unb t/: 











— 4 


0^62 


0 


1 


— 3 


0,125 


1 


s 


— 2 


0,25 


2 


4 


— 1 


0,5 


3 


8 


0 


1,0 


4 


16 



mm^ bie ^urt^e, gig. 50 (o. f. bad (Sentiuteter ald Sdngenein^ii 
ne^menb, c^n^niti ift 



I 
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64 (Swm ^^mt Ortung utib iratt^fcctttenie Simsen. 
Um bie ^lei^ng 

cottjlittiten, mup mau pt^ etji batübcp eutf^eibeu, tcelc^c SäugenctnBett 

60. ^^1^ ^ufUageu bec 

totO. iKftttflctt «nb Sin! cl 
flnb »crft^iebcne ^inge, 
wel^c nic^t mit bcrfclbcn 
ßin^eit öemeffcn tveiben 
Unmn, fie ftnb ittconu 
mtnfmaUt fßkm man 
alfo bie « bev ^(dd^ititg 
= n . « 2lb# 
fciffen nuftrat3eti wtd, fo 
fann bieö mir in fofcru 
gef^e^cn, baj man eine 
bet Sinfelg¥5$e 4r J|>¥Ppi>tiionaIe l^Ange aufh&gi. ®o ifl benn in glg. 51 
bie (STei^ung 

Sta. 51. 









1X80 270 360 


30 6ü 90 120 150 1 









in bcr Seife mfttnixi, baf füi eine äßinlelgfeie «on 90» eine %&nge 
9on 18»» alfo für 10^ bie Wnge »on 2»» anfgeteagen ifl. Sw ®n* 
l^eit bcr Otbiuatcu ift baö (Sentimeter gew&^U. 

gig. 62. * 





180 









3n gleichet 3Beifc upiäfcntiit gig. 52 bic ©lei^jung 
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unb 53 bie ©Uic^iutg 

r/ ==r tang.x. 

9ei (Sottßnictton b«( le|^teni gigut, mld^ nut auf bte bciben 

y 




erficn Duabrautcn bed Sinfeld « etflrcdt, ift iebo4> ber ÜHaa$ftab bei 
$lifciffen bof>f>eU fo grop, bct bet Orbinaten nttt l^alb fo g(9S ^enonu 
men al0 ffti bie ieibctt »Qv^efge^ettben S^^utett. 

<Stioa# coin4)Ii€ivtct aM bie o^en (etm^teUtt ifl bie il^Ieiilunß bet 
^ettentiitte, b. l^. bcrjcniflcn frummen Sinte, ml^t burt^ eine mög* 
Iid)i"t bicgfame ^ctte (ober burd? ein ©eil) gebtlbet wirb, njcld;e au jwci 
fünften fo aufgehängt ift, ba§ {ie fiei ^mifct^eit benfelben ^ecab^&ngt. 
S)ie (3Ui<^ttiifi biefee <Sttm iß: 

A.co8.e ^_ A^hy± V{A -> ^ ^»(coi^ 

. * -~Ä— • ^^-^ 

iDie Slblettung bcrfelben ifl eine Slufgabe bcr !Dlcc^an{f; ^ier wollen wir 
und auf bie 2)tÄcuffton bcrfclben befc^räufcn. A, h unb c flnb ^on? 
flauten, bereu Sebcuhmg ^ier ntc^t weitet erörtert werben fann. 2Ötr 
»ollen biefe @tei<^ttti0 auf ein eei^twinteUded jUxenfpflem be^ie^en, fue 

flfillcT, «MlvHff^c •comtric. 5 
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a'clc^ce bie ^oflHm SScrt^e ^on 1/ )»on btr %xi bet x nac^ unten 
jä^U werben. 

3m SlÜöcmeinen ßiebt obige ©IciAuuß ber Seitenlinie für jeben 
fpecieUen Settl^ !»ott y joei ^eitf^e ^ou 4?, wel^^e iu einen eingigen 
)ttfammen faQen, wenn 

A. — hy = A eos.e, 

alfo »enn 

-4. (1 — cos, c) 

tcnn füi tiefen SBeit^ Don y with tei itnier bem Sitr)el)ei<|en {hffenbe 
Kiiebmtf 0lei(| 0. güe nod^ flt6fete Oett^e Don y er^ftlt man ima* 
gtnAte 90ert1^e »on meil aUbann bet unter bem ®urse(iei(|ien fie^cnte 

^luöbrucf negativ) mit). 

<Scfeen »iJ = 1, A = 1 nnb c == TO», fo ge^t ©leic^nng (1) 

übei in 

l-y±/(l -3/)» — 0,117... 



« = 0,342 .. log. 



C2) 



0^6... 

9(ud biefee <9(ei(|innQ ergeben fii| foTgenbe infammenge(deige®eet^ 
oott y nnb «: 




y 




0 


0 ober 0,517 


0/2 


0,033 » 0,483 


0,4 


0,085 » 0,431 


0,6 


0,173 t 0,343 


0,058 


0,2585 



dlad) biefeu3iti&tentt)ert^en 
if^bie Seitenlinie, gtg. 54^ 
confhnirt, inbem bad2)e« 
eimetee §ttr Längeneinheit 
gemalt )t?urbe. 
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fünfte, Sinien mb Chttfläi^tn im 9ia»m. 



Coordinatenaxen im Baum, wie bic Sage eiltet $unfted 31 
itt bev (Sbene bitt^ Oegiel^unQ beffetbeti auf gioei einanber ff^neibenbe 
<lootbin<ttettaren beftimmt tft, fo !ann man bte Sage etned $un!ted im 

JRaum burc^ S3esiet)ung auf hxti Soorbtnatcnarcn bcftimmeii, üou 
benen jebe auf bei- ökne ber bcibcn onbcrcn rcc^twiufcltß ftc^t. (Q3on 
bei ^ettac^iutig fcbiefwinleltget (Soosbinaten im Staum' nehmen wit Um* 
dang.) 

CHtt folc^d (Soptbinatenfpftcm taitit man auf bcm $apiet ni^t utu 
mittefbat barfNlIen, b. ^. man fann bie btei ^xtn auf bem ^a^^icr uicbt 



gig. 55 fteflt baä pcrfpcc^ 
iiiHjihc 53ilb ciucd au0 brci jn einanber «((^twinfcltgcn getaben Linien 
gcbilbetcu Jljccufpftcmd bor. 3»ei bet ^tn, nÄmti* X-X' wnb* ZZ*, 
follen in bet (Sbene be9 ißai^icr^ liegen nnb »ir wollen anne^meUi baf 



X 




'^ig. 5d. 
Z 
€ 



in i^rcr rca^rcn gegcufcttigen 
Sage auftvagcu, mit fic ni^t 
in einer (Sbene liegen, inbem 
ja iebe ^xt an^ bei (Sbene bei 
beiben anbeten iberandiriti. 9ßan 
mu§ be0^alb, um bur^ 3ei<|l« 
nung eine 2tnf^auuni^ t^cu 
einem folcfjcn (5üovbiuateuf9|teni 
ju flebeu, gu pcrfpectioif4)eK 
^^aifleHnng feine duPu(|it nej^« 
men, inbem wenigflend eine 
bei biei Slien »erfflrit gegeicb^ 
net wirb. 




70 fünfte, Sitiien mt^ 06erflä(|fen im Staunt» 



btc 2txc ber x jlct§ l^oriaontal, bte %n bcr 2 fletS »crtical geftelU We 
brittc abn, tiAmliil bie Sljre bct ^, foH te($tii>in(elio flehen gut GBecc 
M 9A|»icv9, alfo re^winf clig fomoi^t aitf ber Ifoe bev « aU auf bev $Cre 
bn fie faun atfo in ditet S^^uung nii^t in i^m wahren ^ge 

oufgetragen, fonbern mu§ fc^rag Ucgenb gejcidjuct werben, wie btc§ 
in unfcrer ^tgur gefc^c^en tf^, welche bad 2lxeuf9ftem [0 barf^ctlt, nfö ob 
eft linfd »om Stugc bcö ©cfc^nner^? unb ctwftö unter bemfclben befäube. . 
3n aUcu folgcuUn giguieu (inb bie ^imenfionen iu bet 9l^tung 

bet fdt bev 4! unb bet Ibte bef 
z itt t^tet »a^ten 9t6gc, bie 
2)imcnrioneu in bcr 2(xc ber 1/ 
ober ücrfilrjt unb jwar tu V2 
ber »ua^rcn ^dduge oufgetragen. 
@o liegt |. 9. bes $unft iä, 
gifl. 56, 2» te($t«, ^ 
WxkH m 0. $uuft C 
liegt 2,2«" über, 1,2«« un* 
ter 0. — E'ftctlt bagegen einen 
gjunft bar, weither 2"" öot 
unb F einen fotc^en, mlc^ 
2|d<" Eintet 0 liegt. 

J)te ^pojitioen SQcrt^c oon ;r foücu \xm t>on 0 nac^ ber Oiec^ten, 
bie po|itiy)en Sert^e &cn z t»on 0 nac^ oben, bie po|lti)»en Seltne üon 
y enbU<|l ^ou 0 na(() t^otn ge^d^lt »erben. 

33 Die Coordinatenebenen. ^ur(^ je jmct ber eben bef^roc^enen 
(Soorbinaienoren fann man eine <5bene gelegt beulen, wel(|^ na4^ 
ben beiben fixen gcnanui wirb, tt>el<(e fle eutl^ÄIt. SBon ber gegeufeitigen 
Sage biefer tSbenen fotl ^ig. 57 ein 9ilb geben. 

$)ie (Sbene bcr ift eine oerticate ©benc, luelc^c in uuferer ^igui: 
unöcrfürjt erfc^eint unb auf ivclcfcer bie ?lrc bcr y retbtmtnfelig ftc^t. 

5Die @bene ber ifi gleichfalls eine mticale @bene, weiche, oen 
Dom na<^ leinten geri<^tet, in uuferer gigur i9erfAr)t erfi^eint unb auf 
»el^er bie fCve ber m re^twinfelig ßel^t 

3)ie @bcne ber xx^ ifl eine ][>origontale @bene, weil fie burc^ bie 
beiben horizontalen 2l,rcn x unb t/ gelegt auf itjr ftebt bie %xt ber 
z re^ttoinfetig. 3u unferet gigut erfcf^eint bie (Sbene bet o;^ »erlür^t 
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^ttttbe^ Smlen itn^ Oittfl&^ im Sftam. * 71 

3< biefet (Soocbinatene^enen f^ueiben |i4 in einet fljce; nAmtl^: 
bie iSbene bee unb bie ISbene bev y^r in bet Sljce bee 0 

• » * xz » » » t» ^t/ » M » » »Zf 

» » » U2' 0 » i> n ifii » » » » y. 
^urc^ bie bcei eben befpcoc^eueu (Sbeueu iver^cI( um beu Siufangd^ 
ynnU bcs (Soovbinaiett l^emm a<bt Hn^ttXi^t (Sden ^ebilbct, »ie 
bieA itttfete gignt anf^antii^ ma^en foQ. $Ctö b«i9 ciße biefev ttr^ef<i 
li^en Men tvolien wie badfenige bc^ettfinen, beffen l^anten bue^ bie 
brei ^ojltben 2lnue bct ^oorbiuatcuarcn ßcLnlDtt iucit'Cii. @d ift bied 
fllfo baS fÖr^)ctnc^e (5cf eben, »orn unb rerf)td, ba§ cuigif^c, wcIcbcS tu * 
gig. 57 voUßänbig fic^tbat ifl, b. ^. )>ou welc^^eui fein äit^eil burc^ eine 
bce (Sootbinatenebetten ^erbeift erfcbeint. 



5ig- 57. gig, 58. 




Z' 



BfintfininnTis des Punktes. SDenteu wir und «vn bem $untte 33 
M, %\^. 58, ein ^erpcuMfet auf- bie tSbene bet xz, eitted auf bie dbene 

ber tjz unb ctiuö cublid) auf tic (ibeuc bcr .ri/ ß^^h^^^^ bie 
fünfte «, b unb c, tu ivelrijcn bie ^erpcubifet bie (5oorbtnntenebencn 
tteffen, bie $tojieciionen bed ^unlted M auf bie (Sootbtnatenebeneu, 
itnb imx iß: ^ 

a bie $fo|ecHon bed $nnfte9 M anf bie (Sbene ^bei xz 

h 1^ » > » Jlfi» m w yz 

c » » » • M • 9 »» .r»/. 
3)a6 *^Jer!pcnbifel i¥a ift parnTIel mit ber ?lre ber v, Mb ift parallel 
iiit ber 2(xe bcr ^ unb 3fc enbltc^ tft parallel mit bct ^xt bcr 

iDie i^Ange jebed biefet $et|)ettbifel, mit bem an^fiaben 
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72 fünfte, hinten unt> Ohnfiä^en im fRaxm. 



bcricnigctt 5(k Bejei^nct wirb, mü welcher c5 parallel Wuft, mißt ben 
SXbflanb bcö ^PunftcS t)on einer ber ^oorbinatencBencn. 
Ma = y tft bic Entfernung beö ^unfteä M öon ber ßbenc ber az 
Mb ■= X 9 » « » » jif»» • » yz 

Mc T= z » » » » »Mm» B» 

Strb eine ©bcnc gelegt bur(^ bie Linien Ma unb 3ic, gtg. 59, 
fo fc^jnetbet fie bie ?(re ber a; in /. 

©ine burc^ Mb unb 3/c gelegte ©bene f(^neibet bie 2(re ber y in ä. 
@ine bur^ Ma unb Mi) gelegte (Sbene fc^neibet bie ^re ber z in d. 
6d if^ leidet 5U bemeifen, ba^ 

Of=bM = x 
Oh = aJi = t/ 
Od=: cM = z, 
I)ie «age be§ «Punftcö M ift beflimmt, fobalb bie ffiert^e feiner 
(Soorbtnaten x, y unb z beftimmt finb. ^ür ben ^ßunft M, gig. 59, 
ijl j. «8. a? = 12»'», y = 34""° unb 2: = IS^^. Q\x Setref ber 
Orbinaten y erinnern n?ir, ba^ biefelben in unferen i^iguren mit ber 
Jpalfte i^re« maf)ren SKBert^eö aufgetragen finb. ^iefcä 93erfur^ungd* 
»erl^ältnip ifl jeboc^ ein beliebig gcroäljltc^.) 

gig. 59. ^i^. CO. 




Um red^t anjcl^aultc^ ju machen, tvte bie iJage eined «fünfte« burc^ 

feine eoorbinnten beftimmt if>, wellcu wir einen q}unft 3/, gig. 60, 
betrauten, für ivcl(^)cn ijt: 

.r = 12""" 

y = 22™"^ 
5" = 18"^">. 

IDurcl) bie q3ebingung, ba§ x=12^^ fein fofl, ift auögef^jro^en, ba§ 
ber qgunft M in einer ©bene/n, gig. 60, liegen muffe, welche paraUe' 
mit ber (Sbene ber yz ift unb 12°>«> weit \>on i^r abfielt. ' 

/ 



Digi^lccl by Google 
/ I 



fünfte, Cinien unfe D6erflä4>en im diaum. 73 

$t'rt z = fcfn füH, fo liegt bcr (punft M aUt ou(^ auf einet 
Gt)cuc welche <)arancl mit bcr @bene bet 18"™ über berfetben 
liegt; ber gefugte ^uuft M fann alfo nur auf ber $Dur^fd)nittölinic 
at ber beiben Ebenen fn unb liegen. 

Xmä) bie SSebingung cnblic^, ba§ y = 22°»™ fein foH, ifl aber 
aucl) ni?(^ bie 2age bed ^unfted ^1/ auf ber ^inie beftimmt, benn cd 
fon 3fa = 22"» fein. 

Um einen $unft M nac^ gegebenen SBcrtljen \>on x, y unb z in 
ein gcjci^neteS (Soorbinatenfpftem oufjutragen, ift ed ni(^t nöt^ig, bie 
©bene fn unb cf;^, auf bereu 2)urc^)fc|>uittdlinie er liegen foll, in ber 
Sßeifc ju jeic|>nen, wie eö in §ig. 60 nur beö^alb gefc^c^en ift, um ben 
äufammen^ang anfc^aulic^er ju machen, genügt folgenbeä 93er* 
Stg. Ol. fahren: ÜJlan mac^e 0/ gleich bcm 




gegebenen SCßcrt^e öon ^, errichte 
in f ein ^er^jcnbifel; ft^neibe auf 
bemfclben fa gleid> bem gegebenen 
SDcrt^c \>on z ab unb jic^e bann 
bur^ a eine ^inic ^jaraUcl mit 
ber Sljic bcr y, unb trage auf i^r 
enblic^ aM gleich bcm gegibeuen 



Sertl^c i)on y (in ber beliebig gewallten SSerfürjung) auf. 3» ^i^f« 
Seife ifi in gig. 61 ber $unft M aufgetragen, bejfen doorbinaten fin^ 
OB = 20"™, z = 15"" unb y = 24"™ (baS ^Serfürjungöoerl^ältnip 
für y ju Va genommen). 

Sur Uebung jeic^ne man ein Strenfpftem ä^nli(^ bcm in gig. 59, nur 
ctttjaö größer, unb trage in bemfclben auf: 1) einen ^unftiV, für welchen 

X = 30"", y = 40"", z = 14"", 
unb 2) einen gJunft T, für welken ift' 

a; = 16"", y = 36"" unb z = 25"". 

^)iefe 3^jt^"w«0*w^>w^i9^*i follcn üorjugöwcife baju bienen, bcn 
Scfcr baran ju gewonnen, in einer auf bie (Sbenc beö ^apierö Ö^S^^^' 
neten gigur rdumlid^e 93er^ltni(fe gu crfennen, waä bcm 2lnfängcr oft 
gro^e ©c^toierigfeitcu mac^t, »eö^alb wir benn auö) biefen @egenftanb 
etnjad ausführlicher bcfprcc^en, alö cd genjßh"^^^^ gefchchen pflegt. 

Um bie ^lufc^auung möglic^ft ^u erlcicbtccn,faun man auch einem 
^WobcU bed (ör)) er liehen ddd feine ßuflucht nehmen. 2)ad 9lc|j gu 
y einem folchcn ÜJiobcll ijt biefem 2öcrfchcn beigegebcu. 33ci bcr äwf^"*^ 



Digitized by Google 



74 



fünfte, Linien unt> Oberflächen im $Haum. 



lueufcfeunfl biefeö ÜJZobcnä i\t barauf ju fc^cn, ba§ bie tcbrudtc Seite 
beö $apicrä bie innere ©eite M för^jcrli^cn ßdd bilbe. 

©ir ^aben bidl^er nur ^>o(itive Söcrt^c »on ar, y unb ^ betrautet, 

ee wirb aber für ben ?cfer iefet 
feine ©c^mierigfeit nic^r ^abcn, 
bie Söcbcnhing ne(jntitjer SÖerttje 
»on X, y ober 2^ ju nberfe^cn. ©in 
$wnft, filr wct(^cn x negatiu 
ifl, ließt linfä »on ber Gbene 
ber 1/^, ^ig. 62. — ein qjunft, 
für welchen y neflatit) ift, liegt 
hinter ber ebene ber xz, unb 
ein ?punft enbli^, für welchen 
z negativ) ift, liegt unter ber 
ebene ber xy. 

34 Länge und Richtung des Loitstrahles. 3)er q3unft M, giö.63, 
bilbet ein ©tf beö «angwürfelä MbhcOfad, bcffen beui «fünfte M ge* 
flenüberfte^enbcS ©cf bur(^ ben ^Infanflepunft 0 ber eoorbtnaten gebit^ 
bet »irb. 

gig. 63. 






S3ier Tanten biefeä ^anflronrfeld, Ma, cf, hO unb 6c?, Pub ölei(^ j/; 
»ter anbere Tanten beffelben, Mb, ad, fO unb ch, flnb glcic^) x unb bie 
öier legten enblic^, Mc, af, dO unb bh, finb glei(^ 

Sirb M mit 0 burc^ eine gcrabe Sinie \)erbunben, gig. 64, fo 
bilbet biefer «eitflra^l MO bie ^Diagonale De6 eben bcfproc^enen Sang^ 
Würfels, bcjfen Sänge wir mit iE bejeic^nen wollen. 

2)a nun a?, y unb bie Äantenlangen be0 SangwürfeU fmb, fo 
ift nnc^ §. 57 (©Itic^ung (2) 95) ber Stereometrie 



Digitized by Google 



» 



fünfte, iinim unt Oberflächen im Staum* 75 

i28= a?2 4- -(- 

U = Va,« + y« + ^». 
®ie weit {inb bie fünfte Jf, ^ uttb 7* Dom Slnfangdpunfte bev 

(Soorbinaten entfernt; wenn i%xt Üoovbinatcn flnb 

für -Jf X — 24™"» y = 12«" z = 15"« 
N « = 30 ^ = 40 « = 14 
r « = 16 y = 36 = 25. 

S>e« i^ttflro^I JtfO, Si^. 64, wel^ef -in unfern gignt natilv({4 
i»eflfit}t eTf(^eint, ma^^t mit bet 9ixt Ux y einen Sinfef, »et^et in 
wnfcrcr gignt mit v tqeit^net ift. Den SEßinfet OZ, njcl(^cn AiO 
mit bei Sljce ber macBt, mUtn mir mit «, unb ben SÖinfet MOX*, 
»el(^en J/0 mit bct iJlxe bei ^ mac^jt, moüen wir mit < bejeicj^ncn. 

S>ic 8iA4^e Jf6Ac jle^t te4»ti9intcli(| anf bet ber y, fplgUcf» 
fielet an^ bie ^agonate Mk fei|ftminfe(i0 anf berfelben; mit anbeten 
SBovten, bet SinM MhO ifl ein te^te? (wenn et an(!h in nnferer gigue 
»etfnrjt erfcfceint) ober au^ i/A ift ein öon 3/ auf bie 2(jre ber i/ ge* 
fdöte« «Perpcnbtfel. 

3n gleicher Seife fietit 3// rec^twinlelig auf bet Site bct unb 
J£(2 te^iwinftiig auf bet ^te bet z, 

3tt bem bei A tei(i»infeligen ^eietf MhO ifl MO bie ^j^^ote« 
nnfe, hO bie bem Sinfel v attliegenbe ftai^ete, fotgli^ ijl 



cot«« = 



h.0 _y_ - 



MQ-' R 

(Sbenfo ifl 3fO bie .&9|>otenttfe bed bei / tec^ttoinfcUgen Dreiedd 
iH/O, wotaud (tgiebi 

in gleitet Seife etgiebt ji^ enbtti^ 

Od z 

(Be^en wir fAt i2 feinen oben entmi(felteu Sert^, fo !ommt 



CO*. < = 



V4^+ + ^' 
y -p2 ^ _|_ ^2 
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^untu, Linien unt> Ohn^ä^m im diamrt* 



®ie ßn}§ [iuD bic Söinfcl, welche tu ^sicitUial^ku tci ^Puufte iV 
unb T, beten (Sootbiuaten eben angegeben ivucben, mit ben (Sootbinaten^ 
aip(tt iita4>en? 

35 Die Gleichung der Fläche. Sit ^oben in $. 3 gefeiten, bag 
iebe (^Ui^ttttg itoif^en itvei Sactabeln « unb auf s»ei (SoovbinatetM 
axeti in ^tt i&Unt (eiogett, eine dum batpctlt ^em cittfj^ve^^nb 
ftetlt nun antf) jebc @tei^nng s^if(|l(n bxti ®nAnbein<^ett 4?, 
1/ unb Zf auf brei 6o6rbin<tienajren im Sl{aum belogen, eine 
gla(be bar, wie bic^ bic folgenbe 53ctra^tung bnrtfyun fett. 

gig. 65 jctgt ein @tücf irgenb einer frummen %iä^t in feinet 
8agc 5u ben brei @ooibinatcnebcncn. $)enfcn »it ' un3 nun gan| 
beUeMg eine SCnga^I Don fünften in bct (Sbene bet bc2€i<|^net, oon 
benen etma a einet fein mag, nnb bnt(| {eben biefet spnnfte eine £inie 
^jaratfel mit bet Slw bet z gebogen, fo »irb febe« biefer ^er^>ettbifel bie 
frumme glätte in einem 5puu(te tteffen, mt beim taö in a mi'd)UU 

Sig. G5. ' *4icrpcubifcl bic gld(te in bem 

«Punfte M trifft. 

9üt iebe« biefev $ef j^nbüet 
nun bie Don bef <58ene hn 
xy an gemeffene J^öT^c z feine« 
in ber Irummeu Uegen* 
ben ®ipfefpun!tcö einen ganj 
bepimmteu iBertf^, n:clt|)er uon 
einem biefet g^ei|)enbile( jum 
anbetn »arürt, fo alfo, baf bie 
^ftl^e aM z eine« fpunfte« 3f bet frummen glA^e übet ber (Sbene 
bcr xy alö 0^^^^^^"^'^ ber ^a^c afii;eiiU, meiere feine ijiiüiectiüu a in ber 
(Sbene bcr xy einnimmt. 

^ie !^age bed ghintted a in bet (Sbene bet xy ijl abet bnt«^ feine 
<Sootbinaten ah = a unb a<; = 3/ bebingi, »elc^ luglei^ bie ftbfl&ttbe 
bed-fpunfte« M i>on bet 4Sbene ber yz unb oon bet @bene bet finb; 

wir Wnnen alfo fagen: wenn ber $unft M auf ciuci; gegebenen Ober* 
fläche liegen foH, fo ift feine Crbinate z eine gunction feiner beiben 
anbeten (Sootbinaten x unb y, ober iu 3ei(^en, e« iß 

z=^fis,y) . (1) 

wo bie goim ber Function )?pn ber Ütatui unb ^age ber frummcn 
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77. 



ci\)f)an^i. ^uä ber @(ei(^ung (1) tmn mau a^>er auc^ eine 
©letc^ung öon ber %om 



abUttcit; welche bie angcmciuftc gorm einer ©lei^ung gwifc^en brei S3cr* 
äuberlic^en .r, i/ unb z ift. 

$)ie gorm bet. Function vok f(^on bemerft, »on ber 9ktut 

unb ber Soge ber ^oc^e ab. 3wnac^ft unterf^eibct man algebratfc^e 
%lä6)i\\, meiere bur(^ algebraifc^e Functionen bargeflellt »erben, unb 
transfccn beute %la6)tn, in bereu ®Iei(^ung tranöfceubente gunctio* 
neu eintreten. 

2)ie algeljraif^en FIä(^)en njerben lieber in glac^en erften, jweiteu, 
brüten u. f. w. @rabeS einflet^eilt, ie nat^bem in i^ren Gleichungen bie 
IBariabeln nur in ber crften ober a\t^ in ber jweiten, brittcn u. f. w. 
^otenj öorfommen. 2öir fönnen unS l^ier nur mit dni^tn algebraifc^en 
gtac^ien befdjaftigen. 

Die Gleichung der Ebene. ift f^on auf Seite 3 ber (Stc^ 36 
mentargeometrie bemer!t werben, ba§ bur^ Bewegung einer Sinic eine 
glätte entftc&t, unb in ber Sl^at fann man regelmÄpige glac^en am 
befJen baburt^ ^arafteripren, ba§ man angiebt, n?ie jle burc^ 53c»egung 
einer gegebenen ^uroe entftanben flnb. 

6ine @beue nun fann man flt^ baburc^ entftanben beulen, bag 
eine gerabe Sinie, bie ©rieugungölinie (generatrix), in ber SSeife 
fortgefc^oben wirb, ba§ fie babei jtetd il^rer urf<)riingli4>en Sage parallel 
bleibt unb »fi^renb biefer Semegung fteta an einer ^weiten gegebenen 



(2) 




Sig. 66. 



s 



Oeraben, ber Leitlinie (directrix), 
hingleitet. Sind biefer (Snifte^ung«^ 
weife ber ebene lajt fic^ nun au^ 
leicht bie Gleichung berfetben ableiten. 



JDie (Sbene npsr, gig. 66, fann 
man (i^ baburch tni\tanbtn benfen, 
ba§ bie gerabe i^inie np (generatrix) 
mit fleh fctbft ^jarallcl an ber fiinie 
nr (directrix) hin fortgcfchcben wirb. 



3)ie Gleichung ber ßinie np, als 
einer in ber ©bcne ber liegenben 
©erabcn, ijl 



78 fünfte, Stnien unt> £)6erfläc(^en im 3laum. 

z = ax df 

wo a bie trigonomctrifc^c 21angente bed SÖinfcld hqti^nti, welchen bie . 
©etabe np mit bet Sljcc ber x ma^i, d aber bcu 2(bfianb On, 

$ltS ^Dtrecttu ^abcn wir bie in ber ©benc ber yz Uegenbe Oerabe 
nr «nflenommen; bercn ©lei^ung ift 

^ = 61/ + d, 

wo b bie trigonometrifc^c ^^angente beö SDinfelS bejei^net, welchen bie 
©erabe nr mit ber ^xt ber i/ ma4>t. 

@0 fei nun bie (Sr^cugungölinie poratlel mit (i(^ felbp biö in bie 
Sage CJ" \)erf(^oben unb auf t^r ber ^unft M be^eic^^net. 5)ie 6oor* 
binatcn bicfcd ^unfted M flnb nun Af^ = 2r, FA = x unb AH=y, 
fommt nun barauf an, ju ermitteln, in njelc^er 2Öeife bie Orbinate 
z ah^än^i^ ift öon unb y, 

JDcnten wir und junadjifl üon C ein ^^erpenbifel CB auf 3/^ 
gefdUt, fo t^cilt biefed bie Orbinate bcd ^unfteä M in g»ei Jl^eile; 
ed ift uamlic^ 

^ = 3/^ = jl/^ BA (1) 

fflnn ip aber CB parallel mit ber 2ljce ber a, unb ba ferner CJ 
paxaUd ift mit np, fo ift auc^ a bie trigonometrift^e Jlangente beä 
gifl. 67. SBinfeld, welken CJ mit CB ma^t^ 

ed ift alfo 

MB = a.CB. 
dlm ift aber CB = FA = a!, folg^ 
lic^ au^ 

= a.x . . . . (2) ' 
es ift aber ferner = CF; unb 
ba (7 ein ^punft ber SDirectrijc nr ift, 
beffen Slbfclffe OF (gleit^ ^JF) wir 
mitt/begei(^inen wollen, fo ift offenbar 
BA =r CF = by d . (3) 
©ubflituirt man nun in ®lei? 
^ung (1) für MB unb BA i^rv SBert^e bei (2) unb (3), fo fommt 

z = ax by d (4) 

wel^ed bie gefuc^ite ©leid^ung ber ebene ift. 

3ebe ©letc^ung bcd erften ®rabe3 jwifc^eu ben brei «eränberlit^en 
X, y unb z Id^t fit^ nun auf bie gorm ber mti^m^ (4) jurüdfü^ren, 
iebc ©lei^ung »on ber ^orm 




\ 
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fünfte/ iinim unt) £)6erp(^en im diaum. 79 

gm hy + kg + l zss 0 (5) 

in ml^ct g, h, k unb l beliebige couftante Sactoten b^eii^nen, ifi alfo 
@Uic^ung eiltet (Sbene. 

Besondere Fälle. <Se^en mir iu (S^leif^ung (5) ^ = 0, A = 0 37 
ttnb { = 0, fo rebttcitt |ie (14 auf 

« = 0 (6) 

«nb Med iß bie ^lei^ng bet tSbcne bei xy, benn fle vc|>trAfentirt bie 
<3^erammt^e{t aller $imfte, fült mU^ = 0 lf(. 

Sötrb iu ®Ui(^uuö (5) A == 0, Ä == 0 unb Z = 0 gefefct, fo 
ge^t fie übet in 

= 0 ...... \ ... (7) 

t9c(^ bie €>(eicbung für bie d^bene bee yz ift 
3n gleitet SBeife ergiebt ^ 

y = 0 (8) 

©Icic^uuö bct ©bene ber ccz. 

Sitb in ®Ui<^ung (5) nuc ^ = 0 unb A = 0 gefe^t^ fo Uvmi 

ib^ -f i = 0 
unb bataud ^ 

' = - * 

obee 

ir s m (9) 

»enn »ic m füt ben Quptienten — ^ feb^n. (Sd iß bied bie €>(eicbttng 

einet (Sbcue, roetc^e ipaiattet mit ber ßbeuc ber xy in einem Slbfianbe 
m über ober unter berfelbeu liegt, je nac^bem bad ^ot^eiclien 9on m 
yofltio obet negati)» ifl. 3» gUif^et Seife iß 

bie ^lei^mig eine? (Sbene, loel^e yaraflel Mufl mit bev Qbene ber 
uttb um bie ^nge r 90tt i^r abße^t, unb enblii^ iß 

y = < 

bie @let(^un(} einer in bec (Sntfetnung t )>ataQeI mit bet (Sbene bet 
betlcrufenbeu (äbene. 

©eben mir in ®(ei((ung (5) ^ = 0, f o (ommt 

Äy + + ^ = 0 (lö) 

9ia4 biefer 9Ie{(^uttg ^dngt ber f&ttk% i>on Iebtgli(^ i»on ber 

Qatiabetn y «b, fo bö§ e« gcing unb gar glcic^giiltig ifl, wie grop man 

mel(^e0 gat M)i in bet ©Uic^ung (10) ootlommt, nehmen mag. 5Diefe 
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fünfte, 2imcn mt> 06erfläd)cn im 9laum. 




i^oUfümmcne ©Icic^gülHöfcit oou x tarn aber nur für eine (Sbcne flatt 
f^aUn, welche mit bet ^xt bcr parallel lauft, bte ©leic^ung (10) 
gig. 68. fiellt alfo eine (Sbenc bat, wcld^e 

auf ber ^beue ber yz ret^troinfetig 
fic^t, wie bieS für bie iu ^ig. 68 
bargeftelltc (Sbeuc 7io;?g ber '^aU ift 
^Dtöibirt mau @lei(^uufl (10) mit 
k, fo ergiebt fl(^ aud i^r 

A l 

ober 

^ = «r/ + ^ (11) 

wenn man « för — ^ unb ß für — fejjt. SJuf bie ebene ber zy 

oHein bejoflen tf} bicd bte ®lei(bung einer geraben ?tnie sf, roe^e, in 
bet ©bcne ber yz liegenb, mit ber ^xt ber y einen fflinfel fsO madj)t, 
bejfen trigonometrif^c Xangente a unb njclc^e bie SSfxe ber in einem 
^Punfte / ft^neibet, beffen 2lb|tanb fO oom ^nfangöpunfte ber ßoorbinaten 
gleich ß ifl. 

2(uf bie (Soorbinaten beö 5iaumed bejogen re^jrafentirt bie ®lei# 
(^ung (11) ober bie i^r äquivalente ®let(^>ung (10) eine ebene, welche 
bur(^ bte ginie gelegt if^ unb mit ber Site ber x parallel läuft, ober 
»aö' bajfelbe ip, auf ber ßbene ber yz ret^twinfelig jleljt. 

@o wie np nun ein willfürlic^i begräujteö Stüd ber Stnie «f/ ift, 
fo ifl auc^ wo|?5r nur ein millfürlit^j begrän^ted <ötü(f bcr bur$ @lei^ 
(^ung (10) bargef^ellten ©benc. 

@efcen wir in ©leic^ung (5) ä = 0, fo fommt 

gx kz -\- l = 0 (12) 

Sig. C9. ^tc^. 70. 





Digitized by Google 



fünfte, ßinten uitb Obevfl(ä(^cn tm $Haum. 



81 



bie @let(^un0 einer ^bcne, wtl^t, wie nopq, gig. 69, mit ber SIk bet 
y parallel läuft ' 
©benfo ftellt tn\)l\6) bie ©leidjung 

^ro; + At/ + 2 = 0 (13) 

ml^t man erl^alt, wenn man in ©Icic^ung (5) k = 0 fej^t, eine @bene 
bar; ml6)t, wie nopq, ^ig. 70, auf ber (khtnt ber a?y ret^tminfelig \tcf)i, 
alfo mit ber ^re ber z )paxalic\ lauft. 

Durchschnitte einer Ebene mit den drei Coordinatenaxen. 38 
3ebe Gbene, welc^je nic^t parallel läuft mit einer ber bret Goorbinateuf 
oren, mu§ alle brei Slren f(|neiben, unb man finbet ben 3!)ur(^f(^nitti8? 
punft ber 6bcne mit ber ^re ber z, wenn man in ber ©leic^ung ber 
(Sbcne (®lei(^ung (5) x = 0 unb y = 0 fct^t. (SS ergtebt j^iä) alöbann 

Um ben ^unft ju finben, in welchem eine ©bene bie 2tre ber y 
[(^neibet, ^at man in ber ©Icic^ung bicfer (Sbcne x unb z gleictj 9lun 
ju fefcen; auf biefe 2Beife finbet man 

^ h 
%m ben T)ur(^fd>nittSpunft ber 
©bcne mit ber ?lxc ber x (inbct man 
cnblic^ 

l 

■' = 9' 

wenn man in ®lei4)ung (5) ^ = 0 
unb z = 0 fefct. 

@0 fei j. 53. bie ©Icic^ung einer 
ßbeue 

■ l,8a:+0,%+l,2^— 3,6=0 (U) 

©ejcic^nen wir bie 5)urc^fc|;nittöpunfte bicfer ebene mit ben ?(ren ber 
y, ber z unb ber x Hx^ A, B unb C, fo crgiebt fic^ 
für ben ?}3unft -4 . . . . y = + 4 

3n ^ig. 71 ifl baS jwifc^en bie pofitioen ?lrme ber ^oorbiuaten« 
oren faUenbe <2tucf Hefer ebene bargcf^cflt, inbem man bad Zentimeter 
jur Längeneinheit gewählt bat. 




SRüiUr, analt)tifd)t (gcometrit. 



6 
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82 fünfte, 2ii\mx unt> Obnflai^tn im diam* 

3Dle ®W<^ttttg htt ^mhtnZinU BC, in wtXä^tx Me (S6ette ®le{(^unö 
(14) bic @6cnc bcr f^nctbct, crgiebt [id) auä (5)lci(^ung (14), mnn 
man iu ©leic^ung (14) ^ — 0 fe^t; man ftnbet auf biefe Seife 

1,8« + 1,2;? — . 3,6 = 0. 
6rfet matt itt t^Ui^ung (14) « == 0, fo flnbet matt 
0,9i/ + l,2xr — 8,6 = 0 
aU ®Te{^ttttg bct Sinie AB, in loel^iev unfere (S6ene ^9n ber 
bet ^/■^^ gefd^nitteu wirb. 

(Se^t mau eublic^ in @iti^m^, (14) ^ = 0, fo et^dlt man aU 
eiei^ung bec Sinie ACt 

1,8« + 0,9y — d|6 = 0. 
<S9 fei bie (^leif^ung einer (Sbene 

_ 1,2« + 2t/ + 1,8^ — 8,6 = 0 .... (15) 
SBejctcbnen mir roicbcrum mit A bcn J)ur$f(i^nitW^)unft bcr (Sbenc (15) 
mit ber 2lxc ber ^; mit B bcn J)urc^f(^nittäpunft bctfetben mit b« Sljice 
bet ttttb mit C enblic^ i^ren ^ttt(^f(|nittdi)ttnft mit be( 9Ue bev 
fo crgiebt fii^ 

fftt 2l . . . . y = + 1^ 
» ^ . . . . £r = -j. 2 

* 0 , , , m SB = — 8; 

bie ebene ^at alfo bie gig. 72 bargefteUte ^iage» 

Wtfi. 72. 




3u gleitet ®eife flellt gig. 78 ein ®tild beit (Sbene bat, bereti 

^Uic^ung ift 

— 1,8« — 2y + 1,2 z + 3,6 = 0 . . . (16) 

Uebnugiiauf^abeu. ^ie (Gleichungen jweiec (Ebenen feien 

1,8« + 0,9y — l,22r — 8,6 = 0 . . . . (17) 

ttttb 

— 1,8^ 4- 0,9i/ + l^z + 3,6 = 0 . . . . (18) 
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3n welchen fünften f^ncibct {cbc biefcr Ebenen bic ^ootbinatenaxcn- 
fBü^t^ flnb bie ©Icic^imgcn ber gctabcn Linien, in m\(i}tn jebc biefer 

gig. 73. 




(Sbcnen bic brei (Soorbinatenebenen fc^ncibct? — ffitnn bicfc fragen 
beantwortet jinb, pcHe man jebe biefer (Sbenen but(^) B^it^w«"^ «^^«^ 
ber SJlet^obc bar, »ie ed in ^tg. 71, 72 unb 73 für bie ©tcic^^ungen 
(14), (15) unb (16) ö>fc^e^en ift 

Die Gleichungen der geraden Linie, ßmi ebene ^lä^tn, 39 
beren ©leic^ungcn fein mo^tn 

ax-{-hy-}~C2'\-d = 0 (1) 

unb 

a'a: + b'y + c'z + d' = 0 (2) 

f(^nciben jietd in einer geraben Stnte, wenn nid^t etioa bie beiben 
ebenen (1) unb (2) einanber parallel jinb, wa« nur ber ^aU ift, wenn 
a=:a'fb = b',c = & unb d = d', 

$)ie (Kombination jwcier ®lei(^ungen ber 2lrt, mie bie ©leittungen 
(1) unb (2), ftcHt atfo ftetö eine gerabe 2inie im SfJaume bar. 

Um bie Sage ber Dur(^f(^nittötinien jweier gegebenen ebenen leiditer 
überfe^en ju fönnen, leitet man auä ben gegebenen ©lei^ungen jwei 
anbere ab, beren jebc nur jnjei QSariabeln ent^öU. SJlultiplicirt man 



Digitized by Google 



84 



iSUti^m^ (1) mit af, «S^Iei^ung (2) aUt mit a, fo ddotigt man btif(| 
®u(tracHon §tt bet^tetc^ung 

(a'6 — ab') y + (a'c — ad} z + a'd — a€p = 0, 

-|- yar + * =r 0 (3) 

f^refben mJltn. ^HvMpXkM man bage^^cn bie ttftt ^lei^ung mit V, 

bie sii^ctte mit 6, fo gelangt mau auf bemfelbeu SBege gu einet ®Ui^ 
(l^ung t)ou bec gocm 

a'.r + y'e + = 0 (4) 

^a bie ©leic^uugen (3) unb (4) aud ben (^leii^ungen (1) unb 
(2> abgeleitet finb, fo muffen au$ biefelben sufammenoe^fttigen SBee^bt 
»on «I y nnb e, totl^t ben beiben ^^lei^unflen (1) unb (2) ^enüden, 
guglei^ ben Beiben (S^Iei^nngen (3) unb (4) &tn^t leiflen, obcf 
mit anbeten Sotten: bie Ebenen ©Icic^ung (3) unb @lei(^)un9 (4) 
fc^neiben fit^ in benfelben ©etaben, in welchen bie Ebenen ®Uu 
c^ung (1) unb ©leit^ung (2) f(|)nciben. J)ie ^agc ber (Ebenen (3) unb 
(4) iß abei Ui^Ut |tt ftbetfe^en, tt»ei( i^ve (S^Ui^unoen nur iwei IBat 
fiabeln entl^alten, meil alfo fomol^I bie iSbene ^(ei(|ttng (8) ott att(( 
bie iSbene ^leit^ung (4) auf einet ber^ooebinatenebenen tecbtmintelig fie^t 
©Icic^ung (3) j^eHt eine (Sbenc bar, trelc^e anc bie mit N bejeicj^ 
nete ©bene bct gig. 74 auf bet öbene bet yz te^tivinfelig fte^t, wdb* 
Stg. 74. tenb bie ^Uicbung (4) einet auf 

bet (Sbene bet te^ttoinletig pc^cn# 
benUbene, etwa bet^eneP, 8ig.74, 
angeödet. AB bie S)ttr^f(^mttd<' 
linie bcr bcibcn Ebenen, welche in 
nnferer gigur nur beö^alb begranjt 
crfc^cint, mil an^ \)i}n ben fi(|| in 
AB f^neibenben (Ebenen nut ei» 
»iOffttti^bedtangted^tiitf in unfetet 
gigut fleseic^net Ift. 
5luf bie Gbene bcr .rz bejogcn f^eHt ©leic^ung (4) bie ^Jtojection 
bet ^inie AB auf bie Gbene bcr az bar, wie benn a\\(b bie ?]3rqectiott 
bet Unit AB auf bie d^bene bet yz but4^ bie ©leicbung (3) batge^ 
{lettt »itb. 

Senn atfo bie Gleichungen $weiet (Sbenen gegeben finb, fami 
man aug benfelben na^ bem obigen ^etfal^ten bie fßtoiectiotten i^vef 
S)iiriibF^nittdIinie auf bie (Sbene bet az unb bet yz etmittelu. 
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^mtu, tinkn imt) Gbtic^ä^tn im fRam. 85 

3n gleicher EEßeife ptie man au^ bie ^roiecttou btt 5Dur(^f(|inÜtd' 
Itnic auf bei; (Sbene bev «2/ {inben tdnncn. 

Um bad elften ®efi»to(|eite su efiduteni, mUtn wit bie fprojecHoiten 
ber Mittle fu^en, in wet^ec ft(^ bie f^ion int »origen ^ara^^rap^en be^ 

1,8a; + 0,dy + Ißz — 3,6 = 0 . . , . (5) 

UHb 

— 1,2ä? + 2y + 1,82? — 8,6 = 0 .... (6) 
f4)n(iben. (^limiuivt man x au0 tiefen beiben (Gleichungen, fo {ommt 
4,68y + 4,68^ — 10,8 = 0 

ober 

z = -y + 2ß (7) . 

ali ^toiection bec ^ux^i^nittÜinU auf bie (Sbene bei yz. 

^t^(&imiMa»n ^myaU ben (^(eic^un^^en (5) ttnb.(6) eigiebt fi((| 

« = — 6,9« + W 

füte bie $roiecHon bev ^v4f<|nittdlinie auf bie @bene bet «2r. 

gfit bie ^roicction ber befproc^jenen iE)ur*f(^nitt«Httie auf bie ®bene 
bet xy ergiebt fi^ enblic^ bute^ (SUmination »ou z aud ben (^leic^un^ 
gen (5) unb (6) 

V = 6.r — 2,7 . (9) 

Sur Ucbuuß ^cidjue man in ein Slienft^cma wie baa bei gig. 72 
ni<|t attein bie ebene @Ui(^ung (6) ein, fonbent an^ bie ebene i&UU 
4tttt(| (5), }ie$e bann, bie ^nv^f^nittdlinie bet beiben iSbenen nnb b<# 
{Himne an^ in ber giguc bie ^coiecHonen bev ^rc^fc^nitidlinie auf bie 
brei ^ooibinatcnebenen. 

3n Qtcic^ci: äBcifc bcrcdnic unb ^^cicfenc man bie ^rojectionen ber 
geraben Stuic, in m\6)cx bie tuvc^ Öleidjung (14) ttiib (17) in 
@eite 82 bacgeßettien Ebenen f<|^neiben. getnet befümme man bie ^urc^ 
Mttitt^Iinie ber iSbencn iSlUi^m% (16) nnb (S^Ieicbung (17) it ' f. m. 

Die Otelohmigen des Punktes, )»ei Ebenen fc^neiben 40 
in einer geiaben iKinie, {ebe getabe i^inie fi^neibet aber eine (Sbene in 
einem fünfte, mm ni^t bie ^erabe Stnie mit ber ebene yaraVel Ifinft 

fBtm mott otfo bie beiben ©leic^uugcn einer geraten ^inie mit ber 
©Teilung einer ©benc combinirt, miib man burc^ bie (^ombinatimi 
biefer brei &Ui^m^iii bie eoorbinaien bed iDur4)|(^uiüd|>uufted ergattern 
ee feien |. 8. 

ax + hy cz d z= 0 : (1) 

€^w + b'y + €fg + df=:^0 (2) 
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86 fünfte, Linien unt Ohtxflä^m im SHaunu 



hU Reiben @Ui(|ttngen einer geraten tinit unb 

a"^ 4- b"y cf'e-^ d"=^ 0 (3) 

Mc <S)ld4ittt(( einett (Etbcne. 

3)ie ^omilttaiiott bitfn bni €^Ui4uti0Cii liefert f&t {ebc ber btei 

Unbcfannten x, y mh z einen fpedeflcn SDett^, itnb biefe Sßertl^e i^on 
a;, 2/ unb ^, a^etcfce gtet<|je{tt9 ben ©let^ungen (1), (2) tmb (3) qe^ 
uügen, ftnb bie (icoibinaten be^ fünftes, in m\^va\ bie @beue ^lei^ 
♦uilg (3) »Ott ber Sinic ©lei^uu^ (1) unb (2) getroffen wirb, ober , 
mit onbeten Sorten bie doorbinaten be« ^putttted, in we(<^em fi<^ bie 
btei <Sbenen fii^neibett, wM^ bnr^ bie ^Ui^itngen (1), (2) itnb (3). 
bargefteUt |lnb. 

3)ie ßombinatien breier ©leici^uugen erften ©rctbeö jmifdjcu ben 
biei S3ercinberli(^eu a?, i/ unb ^ [teilt alfo (ietd einen $unft ini9iaume bar. 

(Sombinict man }. ^. bie ©lei^mtfien (14), (15) unb (16) in 
^{te82, fo flttbet man al9 (Soorbinaten bedfßunited, in toet^em |if(i bie 
bvei bnn( iene €>Iei(^ungen bargeftettten (Sbenen fc^netben, 

X = 0,74 
y = 1,57 
z = 0,73. 

3uv Ueb^tnQ beregne man bie doorbinaten bed ipunfte^, in »eltfiem 
fl(( bie bnt^ bie %\t\iSm%^ (14), (15) nnb (17), Seite B2, bargefteHten 
fSbenen fc^neiben. <lbenfo ben S^nrc^fc^nittg^unft bet (Sbenen %\t\^'m% 
(14), (16) unb (18) u. f. n?. 

41 SttrohBdmittepttnkte gerader lanien. SB&l^ienb {Wei in ber^ 
felben ISbene Tiegenbe gevabe hinten fi(^ jebenfaHd in einem fßnntte ober 

ebene glac^en fid) icbenfaUö in einer geraben £inie fdjneiben (ben 
gatl bed ^araneltömud audgenommeu), fcnnen $mei. gembe Linien im 
Staunt neben einanbei ^erlaufen, ol^ne fi(^ f(|>neiben. 

iSd feien 

Id; s= a^r -|- . . , . . . . . . (1) 
y = biS + /J (2) 

bie ®lei(^ungen ber geraben ?infe AB, gig. 75, ober mit anberen 

SBcrten: cd fei (1) bte ©Icic^uni) bei 4>rojection ah ber ^inie AB auf 
bie (§bcnc ber xz unb (2) bie (^Ui4)uug i^rer ^rojection auf bie (i^bene 
ber j^z, 6d feien ferner 

= a'-ar 4- «' • • • • j • • • (8) 
jy = b'^ 4- • • W 
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Itt ßlcic^em ©tunc bte ©Icicfcuugcn ber Sinic CD. ßornbinirt mau bic 
Gleichungen (1) uub (2) mit @lcid)ung (3), fo ctl^ält mau bic ^oorbinatcn 
, y* uub z' bcd ^unfted P, in ivclAcm bie ^iuie AB bic ßbcuc 
Sifl. 75. * Sig. 7G. 




(Stellung (3) falfo bic (5bcnc CDcd) trifft; alfo junä^j^ für bic ^ebe 
bed ??uuftcd P über bcr (Sbcnc bcr cTt/ auö bcr ©Icidjfe^ung ber ©crt^c 
»on 0? in @lei(hung (1) uub (3) 



a 



a' 



~ - , (5) 

a' — 0 

^ombinirt man in ßtcic^cr SÖcifc bic ©Icic^uugen (1), (2) uub (4), 
fo crmt man bie ßoorbtnaten a^', y" unb z" bc« ^Junfte« R, in »elc^em 
bie ?inic AB bic (natürlich über bie ©ranjen bed 33ierccf« CDc'd, 
ernjeitertc) ebene CDdd' trifft unb junäc^fi für bie ^ö^c beö «fünfte« 
R über ber (5bcnc ber xy 



ß - ß' 



(6) 



b' — b 

$)a nun bie ^actoren a, a', a, h, b', /3 uub /3' ganj unab^&n* 
flicj öon cinanber (iub, fo werben im Slflgcmcinen bie SSert^c oon z' 
Mub z" unglcid) fein, bic fünfte P unb /2 alfo in oerfc^iebener ^öbe 
über bcr (Sbcnc ber xy liegen, eine 5)ur(hftl)ncibung ber bcibcn Linien 
AB unb CV ifl ober offenbar nur bann möglich, wenn bie bcibeu 
fünfte P unb 7? in einen einzigen jufammenfaHen, wenn alfo z' = z!\ 
ttjorauö fld) für bie ^TurAfc^neibung ber beibcn Linien bic 53cbtngMng«* 
ßleit^ung 



a' — a 



ß - ß' 
b' — b 



ergiebt. 
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Grumme Oberflächen. 



(S0 feien ^, bie Gleichungen einet getaben ^inie 

y = 0,4z - 3i W 

^ie @)(ei(hungen einer ^weiten Siuie feien 

y = - Ofiz + 1 ] 
^ie (^tcic^ungnt dnev btUtcn l^inie enblic^ feien 

9dcI4»e biefet breüBinien fd^ndben |i4 »nb »etc^c f<ineibeti flc^ni^t? 

SEBcnti Me ^lei^ungcn iweier geraben hinten im Staunt gegeben 
jlub, fo fann mau bcuSinfcl berechnen, welci^cn (!e mit einanbcr machen, 
uub in ähnlicher Seife, n?ie eS füt bie l'tnicn tu bcr ^fcene gefc^^en 
i^f tarn man eine ^Sebingungöglci^unö entwtdeln, tretc^c erfüllt fein 
nittS, mm 3»ei dttaU i^inien im dlaum einen ee^ften SinCel mit ein« 
nnbev ma^en fotten. lOie wollen biefe %xa^tn tmx eriDftl^nett, o$ne anf 
il^ie Siffuug \)kt mHit einjugei^en. 



jtntmtne Ohetfliifftn* 

43 Entstehung regelmässiger Oberflächen. $)ie regelmäßi^jeii 
Obecflä^en laffen fl(|) am iu>e({ma|igßen burc^ bie ^xt iifxtx (Sntfte^ung, 
hux^ bie Sewegnnd einee gegebenen iSmt befinieen. SRan nntef ft^eibet 
in biefet Oegiel^nnd l^nfytfd^Ii^ beei Heien ton DbeefUi^n, n&mli<|: 

1. d^linbtifc^e O^etfläc^en, welche babnei^ entfMen, baf man 
eine gciabe Sinie, bie Örjcugungölinie (generathx) , parallel mit 
flc^ fclbft in ber 5Bcife fortfc^iebt, ba§ fie bei biefer 53enjeguuö fleU an 
einer gegebenen ßuioe (Leitlinie, directrix) hingleitet. 

2. ^onifi^e obee J(tgetobeiftd<t>en weiben babnc^ erzeugt, baf 
eine geeabe Hinte pet9 bnei^ einen nnb benfel^en feften ^nnft ^el^enb 
an einer gegebenen Seitlinie l^ergcful^rt »itb. 
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tittc gegebene (5um «m eine fefie Äfe Mmgebre^t «Htb. 

Sir wollen nun tn ben foI(;enben ^atagta^^en bie mii^tigften bei 
l^itx^ti ge^diigcn Dbe(P(^en bettac^ien. 

Cylindrische FUUshen. @Ui(^ungen bcc (^r^eugungdUuie 43 
MA, gift. 77. feien 

a; = az a) 

y = + W 

^ bicfe ^tUc i^tattel mit ftdj^ fottgefc^oben toifb, fo bteibrit a 
ttnb 6 fketi biefelbeii, m^^nnh a imb fl«! fldig Anbent, ibenn bie toic 
lut^ unb naäf if^xt U%t Anbett. 

(Sefet man in ben beiben ©leic^ungen (1) zs=0, fo fommt 
jittb y==ß, ed Pub nlfo a nnb /3 offenbar bie ©ootbtnaten beä ^^unfted 
il, in ujclc^em bie (S:rjeuöungölinie bei einer fpecteHen ?age bie (5bene 
ber Uiffi, eiiitd $iiittted/ t9<((|t( nalMi^ feine ^ge in bev (Sbene 



77. 




bei dttbeet, toenn bie <Sf|ett# 
gungdlinie fortgef^ioBen toit^. 

3ic^mcn wir nun bcr (äin* 

fa(^^eit n^cgcn an, bir Leitlinie 

fei eine in bcr (Sbene ber a;y 

liegenbe (Suttt, fp iß borißuntt 

ein $ttnft bet Settlinie nnb 

er foH bei bem Sortfi^ieben be? 

©rieugungdlinie bie Dtrcctrijc 

befc^rctben. ^)a wir bie 6oor* 

binateu biefed $unftcd mit a 

nnb ß be}ei4^net ^aben, fo ifl 

/»•=/(«) (2) 

bie 0tei4nttg ber directriz. 

3^ie C9ltnbrif(^e Oberfläche ift nun eine fol^e, »clt^e ben burc^ bie 
beiben ©leic^ungcn bei (1) unb ber ©lei^ung bei (2) auSgefproc^enen 
^ebingungen s^tgletc^ Genüge leißen foQ, toir werben alfo bie ^leic^uug 
bet q^(inbiif(|ien ObetjlAt^e babnv^ erhalten, baf mit bie biei ^leii^nn^ 
gen combiniten nnb bntd^ biefe (Sombinailon a nnb ß eliminiten. 9lü^ 
ben beiben ®Iei($ungen bei (1) ergiebt fi(^ 
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itnb »eittt man Wefc Scrt^e in ^Ici^ung (2) fub|Ht^ivt . 

y — hz = f(x — az) (4) 

aU aUgemeinjie gom bet @Ui^m^ einer ^plinberßäct^e. 

i&€ fei 2* 8. bie ^itlinie ein Itretd, welket in bet (Sbene bei 
liegcnb ben $(nfangS^uufi bet (Sootbinaten sunt ^ittelpnnfte f^ai, wie 
bie« bei bcr ^ig. 77 bargcftcnten Q^UtiUxfiä^t mitli^ ber gaU ip, fo 
wutbe @Ui(^ung (2) werben 

«2 ^2 _ 

loetttt r ben dtahiu^ bed ^reifed be^ei^net @e<^ man in biefet @(ei^ 
4^nno fftt a nnb i^te SBeit^e bei (3), fp fommi 

Ca — a^r)» + (t/ — fear)» = 1^1 (5) 

al« ©leicJjitnq einer fc^tefen ^ijlinbcrflacie ^?on frciöförmt(^er 53afiö. güt 
ben gaU; ba$ bie ^r^eugungdlinie mit bec S(xe bcr z parallel läuft, toitb 
a = 0 unb 6 = 0, nnb ane Olei^nng (5) »itb fut biefen gad 

-J- y« =s r« (6) 

ml^9 bie ^tei^ltng eined geraben (S^Iinbetfl t»on fteidfftim<get 9a(le 
ift, bejfen 2Ue burc^ bie 2(xe ber z gebilbct njirb. Xa z in biefcc @Iei* 
^unö (6) gar nid?t t^orfommt, fe bleibt eö ftct^ njiHfurlid), wel(bc3 auc^ 
bie ^ufanttnenge^orideni bec (^lei^iung (6) genngenben Sed^e ^on « 
nnb y fein mögen. 

3)ie ©ieif^ttttg cined <Si^Iinbe(g «on ffeidfifrmigev 9a{l9, beffen 9Iie 
btt«4 bie fire ber « gebilbet witb, tft 

22 -|- ^2 = r« (7) 

tod^renb 

+ = (8) 

auf brei re^tnjtnfelige ßoorbinatenaren tm $}iaum bcjogcn bie Oki(^ung 
emcö e^pUnbcrö dou frei^fötmigct ^apd i(t, bejfeu Slxc mit bet Sljce bet 
y ^nfammenfäUt. 

Sieb bie i^eittinie $ttc getoben i^nte, fo ge^i bie <S9linbet|U4>e in 
eine (Sbene übet, obee mit anberen Sorten bie (Sbene iß eine ^S^Iinbef 
fia(fie, beten ^etttinie eine getabe if^, unb an< biefer ^Definition mnS man 
anc^ bie ©Icidjuui; bcr @bcne ableiten fönnen. 

<Seben n>tt in bet ^l^at für bie ©leic^ung (2) bet i^eitlinie 



« — + <Z = 0 . . . . . . . . (9) 

wo c nnb d conflante gactocen bejeitbnen; feigen wir bann in biefe 
®Ieii|nng (9) für « nnb i^re IBertl^ bei (3), fo fommt 

flf — c(y — 6^) 4- <2 == 0 V • • • . (10) 
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eine @lcicJ)un^, »cl(^c in Scjtcl)unö auf x, y unb 2 uom erjlen @rabe, 
alfo bie GUi(|iung einer @bene iß. 

Eoni^ohe OberfUUdiaiu itoitifi^e gUi^Ctt obcf, ^egelfl&f^eii 44 
»eibett hwt^ bie OetMguno einn Qorabeit efgeugt, »et^e {leB bttt4 
einen feflen ^unft ge^t, beffen (Soorbinaien a, b itnb « |lnb, ml^t ahn 
bei i^rer ^rehing um biefen $un!t {ietd an einer gegebenen Leitlinie 
IJergefu^rt »irb. 

3» 8^9- f(i bee feße ^ßmU, bu(# »eli^ett bie i5c|etto«n(|l# 
linie flet« gelten foQ. 5Die (Sootbinoten beffetbeit feien 

Mh = a 

3/^7 = b - 

unb bie Jpßt)c beö ^punftcö 3/ übet ber (Sbene bet j;^ = c. 

<S« fei fetnet if^ bie (&tiim^mqßUnlt in einee ber mf^iebeneti 
tagen; mtU^t fie oniie^tiieii fann, fo finb gt mh hv i^tt $roiectioneit 

gig. 78. öMf bie (Sbenen bcr «-ar unb ber yz 

unb bie Gleichungen biefer ^rojec^ 
Honen 

(« — a) = a(g — e) . , (1) 
unb 

(t/ -5) = /J(^~«). . (2) 

J^ier pnb a unb 6 uuiHTciubcr* 
ticbc @rö§en, wa^renb a unb ß i^rc 
SGÜctt^e änbern, wenn bie ©r^eugung«? 
Uttie in eine anbeee &ige 6bee(|efti|^et 
wiib. 

Se^eic^nen wir mit nnb ^ bie 
ßoorbinaten bed ^unfte^^ A, in wtU 
c^cm bie (SrgcugungMinie bie (Sbenc 
bec Mffi, fo Pnben »ie bie ffieti^e i»on unb y', mm wir in 
^eii^nno (1) mtb (2) ^ == 0 feteit. etgiebt fl* anf biefe Seife 

SfJun aber fofl bie (grieugungdtinie fo gefabri »erben, b«f bee ^Jiitttt 

^ ftetd in einer (Surije bleibt, für bereu ©lei^^ung wir 

a^=/(^) C4) 
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annehmen mtitn. (Se^en mir in biefe ®Ui(^un^ (4:) bie Sert^e 'oon 
ä unb aud (3), fo !ommt 

{h — /3c) =/(a — «<?) (5) 

unb in biefet <^Ut<^ttttg Ij^at man nur bie llBert|e von « nnb /3 ^it 
^Pitufoen, »et#e |i<( and ben (8Iei<(tttt0en (1) nnb (2) etoeUn, nAmTli!^ 

jp — « / 

itnb , CB) 

z — c] 

um bie <§»(eii(^ttnd fonifi^en £)bet|lA(^e )u eel^Iten. 

fei %. 55. bie Leitlinie ein in ber 6bene ber licgenber Ärei«, 

bcjfeu 3}?ittelpun!t mit bem 2lufanfl^|)unJt ber Goorbinaten jufammen* 
fäat, ft) tt)irb (ä)Ui(|;un9 (4) 

sf^ -)- = r» 

®e|ett »ie in biefe €^leii^n(| ffte nnb i^te ißeell^e bei (3), 
fo (ommt 

(a — «c)2 + (6 — /Je)» = r«. 
(Subflttutrt man in btefer @tei4^ung für a unb i^re Sert^e bei 
(6), fo fommt 

(-f€^-)' + ('-j€4 «)• = '■ 

nnb xasiSi einigen Umforntttn^en 

r«(« — c)« = fa^r — exy + (^2? — cy)« 

für btc ©leic^ung eincd ft^iefen Äe^cU »on freiöfütmigcr S5n|l3. @oII 

beit lieget ein (^etabee fein, fo untf fein @(|ieitel ilf auf bee bei 
« (ie(|en, otfo a s 0 nnb 6 = 0 fein, miü^in eegiebt ^ 

T^(g — ey =^ + (7) 

alö @leid?ung bc8 geraben Stt^tU »on freiöförmtßcr 53ap«, wenn c bie 
^o^c bcö @(^eitcl^)ttttJted über ber @bcne ber ay unb r ber Siabiud 
bed in bee (Sbene ber 4^1/ lie^enben iKeitteeifed ift, 

%&%t bee i^eitlreid, befen Otabinft gteii^ r, in bee <5bene bee j^;? nnb 
bet ^c^ettel bed StmtU anf bee 0xt ber um bie Sftnge c i^ont 9n^ 
fanQd)>uuft ber ^oorbinaten entfernt, fo märe bie (^leic^ung beä ^cgel^ 

r2(jJ — C)« = (^2 4- ^2)^2 (8) 

i5 Rotationsoberfläohon. 'il}?tt bem 5Rnmeu ber 9i*otation0oBer^ 
flächen ober ber Umbrc^ungdoberfla^en bciei^^nct man folfl^e 
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Oberfldc^cn , wet^e man fl(^ burc^ Hmbrcl^ung einer beliebigen (Sutöe, 
ber ©rjeugungSlinie ober generatrix, um eine fefle ^jce entftanben 
benfen fann. 

3Jlan fann fl(^ bie 9{otationdfIä(^en an^ in bec Seife entflanben 
benfen, bo§ ein Äreiä, bejfen (Sbene fenfrec^t auf einer feften 2lre pet>t, 
parallel mit felbfJ in ber SGöetfe »erfc^oben tt?irb, ba§ babei ber aJlittet* 
punft beS Äreifeö pet^ auf ber ^re bleibt, fein JRabiud aber fo ab# ober 
junimmt, baf feine ^Jeripl^erie fletd eine gegebene (Suröe fc^neibet, wie 
bieiJ bur(^ ^ig. 79 erläutert wirb, in welcher bie 3lxe ber z juglcic^ bie 
Slre bilbet, welche fdmmtlic^e Ärcidmittelpunfte öcrbtnbet. 

^aä) bicfcr Icfetercn ^Definition Id^t fic^ nun auc^ leicht bie aUgc* 
meine ^orm ber ®leit^ung ber Umbre^ungäoberflä(^en ableiten, ©in 
jeber ^Junft M einer folgen Oberfldc^je ge^i^rt einem Äreifc an, bcffen 
8?abiuö CM = CF »ir mit r bejei(^nen moHen. IBcjeit^nen wir nun 
mit X unb y bie ^oorbinaten Ca unb Cb bed ^unfted M, fo i^aben wir 

jj« + t/« = r« (1) 

J)er aiabiuÄ CF = r dnbert ober mit bem 2lbftanb CO = z, 

ober mit anbercn Sorten ed ift r 



«ifi. 79. 

Z 



eine Function öon ^, b. ^. in 3t^i^^n 
r =/(-?) .... (2) 
2)ie ©leic^ung (2) ifl aber bie 
©lei^ung ber (5uröe OFF, burc^ 
bereu Umbrei^uug man unfcre Ober* 
fläche entjtanben benfen fann, wenn 
man mit r bie Drbinate CF bed 
fünfte« F bejeic^net, welche ber 2lb* 
fciffe OC=zz entf|>ric^t. $)ie @lei^ 
(^>ung ber g^otationöobcrflat^c ergiebt 
aber, wenn man in ©leic^ung 
(1) für r feinen fflert^ aud @lei* 
(^ung (2) fefct. 66 fommt aldbann 

^2 + 1/2 = /(^)2 . (3) 

oU bie aUgemeinfte gorm ber ®leid>ung einer 9JotationöobcrfI(ic^)e. 

9ie^men wir g. 53. an, bie (5rjeugung0cur\>e fei ein Ärei«, bejfen 
8«abiu« E ifl, fo würbe ®lei(|>ung (2) bie fpecieüe gorm . 

r2 = iüa — z8 
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amt^mta\ wtth aUt tiefer 83erl( ooit in ^l^m^ (1) fuBfKtuiri, 
f« Ummi 

«2 -|_ t/2 -|- = i22 

0(9 €)fei<(ititg eine« Stu^tl, beren SRittel^nnf i mit bem Knfangdpnnfi 
ber ^orbinaten gufammenfäHt unb beren füaUui gfei«^ i2 if(. 

5)ie erjeiujuiigöcuröe fei eine ^arabct, beten ^re mit bcr bef 
z unb beren @<^eitit mit bem Slnfangd^^nntt ber (Sporbinaten ^VLjiamntn* 
f&tit, fo i|l i^re ^^ieii^nng 

folötit^ bic ©letc^ung beö Umbre^unödpatabolüibö (»ie ein {ol^t^ 
in gig. 79 bargeßeUt iß) 

«a + y8 = air (4) 

46 BotationsdllipBoidA. Senn eine <SUi)>fe enttoeber nm i^re 
0ro|le ober nm i^re (feine 9Ire tm%t^t^ mirb, fo tni^t^t ein ttmbre« 
JnngdeUipfoib. 

^ie @leid^ung einer (SflipfC; bereu Heine 2lxe mit ber ?lrc ber z 
{ufammentätlt unb für meiere mir bie in ber Oii(|itung ber großen ^e 
A gemejfenen ^bfciffen mit r begei^nen wollen, ift 

nnb baraud 

fä^ — (^B^^z^X 

febl man biefen SEQertl^ oon in iS^ieic^ung (1) bed oorigen iparagra^ 

^l^eu; fo fommt 

«» + y« = |-2C^*-^«) 

ober 

S2 -j- 2/2) + ^2^2 A^B^ (5) 

ald (S^Iei^nng eined aiotationtfelii^foibs, oeldbee bnr^ Itmbrel^g einer 
iStfi^fe um i^re Keine, fentre^t ^ur (Sbene ber xy fte^enbe %ft ent» 

ftanben ift. 

80 ftctlt ein folc^eä g^tationöeaipföib bar, bejfen Umbre^ung^* 
m bic i^ge B =s 2^ ^at, »Äijrenb -4 = 3«°» i^ 

Sirb eine ClOi^fe, beren große fire A fmfre<|t ftel^t auf ber Gbene 

ber yz, um bicfe grcge Ure umgebrei^t, fo entfielt einUmbre^ungdeUipfoib 
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»on ber in 81 barflcflenteu ^om, aU bcjfen ®telc|unö man na^ 
bei focben eiläutettcn ÜJlct^obc 

^2(^2 _|_ 2«) ^ j52j;3 = .43i?2 (6) 

flnbet. 

519. 80. 




UmdrehungBhyperboloide. Sfßirb fn ©teic^ung (5) beö öorigen 47 

^Paragraphen baö QSorjcic^en öon gcmct^felt, fo fomtnt 

^2^2 _> 52(^2 _^ y2) = _ ^2^2 (7) 

alä (Slci(hung cincö 9iotationöl^9perboloibd, roetc^cä burc^Umbre^unfl einer 
Jpppcrbel um feine dlthtnaxt entftanbeu ift. 82 (a. f. ©.) flellt ein 
fol(?>c0 Jppperboloib bar, für welc^eö .4 = 1;5 unb ^ = 0,8"° ip. 
^ 2)urc^ SSertaufc^ung bea SSorjeic^ien« öon -B^ Olei^ung (6) et>» 
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^8 0,2 _^ ^2) _ J52^2 = _ ^2j52, ... (8) 

metc^eä bfc ©leic^miö einer Ofeerfloc^e ifl, welche burt^ Umbre^ung einer 
^))ptxhtl um i^re «l^auptaxe entpanben (5in fol^ed Umbre^wngö* 

l^ig. 82. 




^pperboloib ift in gig. 83 barflefteHt, nnb jwar Qleic^faDö für A = Ifi 
unb B = 0,8'^°'. 
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mit ebenen SIäd[^en* 



Binfheh und doppelt gekrümmte Oorven. iSUi^wit W 48 

binatiott bet ©Icic^uuQcu zweier ebenen ^lä(^en bic $Dur(^f(^nitt^linie 
berfelben barfteTIt, fo n?irb allgemein bte Kombination jmeier Gleichungen 
mit ben 3?nriabc(n .r, 7 nnb z bie 2)urchf(^uittÄlimc rcpräfeittiren, in 
ml^ti fi<^ bie beiben buti^ bie ftagU^eit. ^leic^ttttgen befininten tmnu 
men gUt^eit ff^neibttt. 
<Sd feien j. ©. 

. ^) = 0 : (1) 

unb 

Fia,y,z)=:0 (2) 

bie ®(ei4nngen ^meiet fmmmen OberflA^en, fo n>itb bie H^efammt^ett 

aHer ^ßunfte, bcren (Joorbinnten jugleic^ ben beiben Gleichungen (1) unb 
(2) Genüge leiflen, bie ^uc(hf4)nittöUnie ber beiben gläc^en (1) unb 
(2) fein. 

3m Stdgemeinen wi(b .bie 3)ttr(|^f(^nittdttnie )toeiet tummtn Ohtt* 
PAf^tt ni(|t in einer (Sbene enthalten fein, unb in biefcm gaUe ^aben 
n>it mit einet (5ttei»e bo^f)eItet fteümmung ju tbun. <Sne9en tin* 

fachet Krümmung flnb folc^c (Sutijen, beten ^^Junftc fämmtUch in einer 
unb berfelben (5bcnc ttcqcn. 

(Sucvcn einfacher ^inimmung entfteben ieber^eit bei 5Dttc4>f<^neibung 
einet ftnmmen Obetjidche mit einet (Sbene. 

SSit müjfen nnd (iet anf bie iOettnffitnng bet »i^tigflen S&Qe «on 
^nr^f^neibttUft ftnmmet Stächen mit ebenen befc^rdnlen. 

DiUNdiflcimitt krammer Oberüflolm mit den Ooordi&aten- 49 

ebenen. 5)er einfat^f^e ^all ber 2)ur^fcbneibung frummer 06ci;fläd)cu 
mit (Ebenen ift berjcnt^^e, in »elcfccm bie fchncibenbe ©bcnc eine ^oor* 
btnatenebene feibft {jt, weil in biefem $aUe i^re (BUi^vm^ eine fe^t 
einfalle (Seßalt annimmt; »ie mit anö S* 37 oiffen. 

AAlltr« anoIvH^e ^««(trtr. 7 
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(Se fei 

fix, ^) = 0 . . . (1) 

bie @lci(^uug einer fmmuieu D6erjl^(|)e, fo ]^at man in beifel^en nut 

%yx fe^en, um bie ©foit^ung bcr ^ur(^f(!^nittdlinie ter frummen £^ber» 
fMft mit bei <Slcne bev zy |u finbcn. 3)2an l^at bagegctt in OUif^un^ (1) 

;p = 0 

obet 

y = o 

)« fetKttf »enn man bic ^leii^ung ber iSimt ^bcn oill, in toel^ei bie 
ffnmtne OberflAc^e btti4 @^<ttc bev xy obet bu(4 bic (Sbene bei; ^^r 
gefc^iittten wirb. 

(Sini^e 23ctfptctc mßijcn bicö evldiiteru. 

1. ^ie ^Ui^yxM^ eined gemben ^e^eld ifl na4i 45 

r«(« — c)» =:(«> + y«)c« (2) 

®eten wie in biefee ^tei^nng ;s = 0, fo lommt 

-f- t/« = r». 

^er ^ur(^f(^nitt bed ^egeld mit ber @bene bee iß alfo, wie 
mauS^ufe^en war, ein j^reid )>om ^Ibmeffee r. 
®e(Kn wie in %lMim^ X^) y = 0, fo tommi 



84. 




ober 



r»(ar — c)« = ,r««« 
= ^ - c)^ 



C3) 



55tefc ©lei^ung rcpräfentirt aber, 
\t na^bem man bad obcie ober 
untere ißor$e{(|en nimmt, bie gerabe 
«inie AB obee A*B'f gifl. 84, in 
wet($eeOil=Oil'=f nnb OC=ü 
<ntfi]ctra(jen ifJ. tBenn alfo We Äje 
eiueä ßcrabcn Äegclö mit ber 2lrc 
ber gufrtmmenfaflt, fc ift bcrDur^? 
f(|»nitt bed ^egeld mit bee (Sbene bee 
isr4; ein@9{lem sweiee geeaben Linien, 
bie fi(^ nntee einem Sfiinfel f()neiben, 



beffen ®e¥t^ t)on ben ®rd$en r nnb c ab^ngt. 
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2. Sie »if in %. 48 gefc^en ^AUn, ift 

AtQfi + iP*) — B»4J« =: — A^B* 

bie 9Iei$ung cineft Umbvd^ungd^i^iper^oloibd, S^O- Neffen Uttbrel^ungdan 

mit bcr^lrc bei gufammenfallt. Um bieOtcic^ung bcr(5ttr»e gu cti^oltcn, 
in mü6)n bicfcd .^p^jcrbolotb i)on bcr (5beuc bcr ;rj/ gcfc^nitten wirb, 
Itfat man in obiger ©Uic^ung nur 2^ = 0 fe^n unb er^U bann für 
bie 0cfu(^ie ^leif^ttttg bet 5Dut4f(^nittöcurt)e 

»eli^ed MaunüUi He €>Ui4una einer $9))e(be( iß. 

DnniiLsoluiitte knumndr Oberflftolieii mit Ebenen, wAfäie 50 

den Coordinetenebenen parallel IsuDan. ©eben mir in ber ^icit^ 
(i^ung einer ttummen ObcrflÄc^e x = a obev y = ß ober = luo 
«, /3 unb y beliebige conflonte @töpen bcjeic^nen, fo erhalten »ir bie 
iS^Iei^lung ber ^ur(^f(^nittdcurt)e ber !rummeu Oberfläche mit einet (Sbene, ' 
tt>el4e in einem bejümmten ftbßanbe mit einet ber (Sootbinoienc^enen 
paxaUtl (Auft ISinige iOeiO>ie(e mdgen bied etttutetn. 
L (S9 ifi s* ^(ei^ung einet ^uge( 

«2 + ^3 + ^3 = i22 (1) 

[eben »it 

« = « (2) 

fo erhalten toit 

y« + = Ät — «1 (3) 

al« ©lei^ung ber JE)ttr(i^f(^)nittdctt«)e bet Äwgel mit einet (Sbtnt, meiere 
parallel ber ©bene bet um bie Sange a uon i^r abfielt. $)iefe @lei' 
^ttngC3)ift aber bie O^lctcfnmg eine« Äreifeö, beffen öiabiuö ift Vä» — ««. 
3e gtiget otfo « n>itb, b. ^ je weitet bie fc^neibenbe (Sbene 9om 
fDlittelpttttft bet Äuget entfetnt, be^ Oeinet »itb bet Itteidl^otbrnelfet 
— er »irb gtei<^ 0 föt « = Ä unb imaginär für a > i2. 
©bcnfü pnbet man, bvi§ ber 3)urc^fc^nitl einer ^ugcl mit einer (Sbcne, 
toelc^e ber (Sbene ber ay ober bet (Sbene ber paraUet läuft, ftetd 
ein SttiU iji. 

Ilm ben lOl^etlanf einet Itnmmen ObetflAc^e )u flbetfel^en, iß e9 
fe^r gwedmAfigr ße bttt<^ eineSüeil^e t>on Gbenen butf^fc^nitten gn benfen, 

welche ben ßüürbinatenebeiieu parallel laufen, unb für jebe biefer 2)ur(h* 
ft|)nittöebenen bie ©ejialt ber JDurc^fcbnittdcuröe ju ermitteln. 

IL $ie @lei^uttg eine^ getaben itegel», beffen ^e mit bet ^ 
bet X jttfommenfAttt, iß 
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r2 _ cy = + T/2) (4) 

bcr 25iu4>Wnitt bicfee ^cQele mit (Sbeuen, welche ber ©benc 
tev iKiwM tflufen, iJ«tt ein «reid fein mtt(, l&ft {14» lci*t »owu«* 
fe^cn iittb nai^meifen, mm man in Olei^nnft (4) « = y fet^t 

iDic ©Icie^ung eine« (Sbewe, welt^e ^>ÄraM Iftnfl mit ber <lbene 

y = /5 . (5) 

(Sotnbltttren tcit @lei(^unö (4) mit ^lei^^unft (5), b.. ^. fe(jcn »it 
in eieidl^ttne (4) y = /3, fo fommt 

r»(« — c)» = «»c« 4- /J»c* 6) 

al« ®Ieid)unfl| bcr 3)urc^f(5^nittkurt)e 
bcr befaßten (Sbcuc mit bcm Äcgct. 
Um biefe (^ieic^ung auf eine ein^ 
fa^n iom %vi bringen, joollcn .mir 
ben 9(nfang0^ttn(t bet (Soorbinaten 
verlegen, nnb gw<ir wollen wir i^n 
tu bic Jpöt)c bcr Spifec bcd Äc^eld 
legen, i?>n alfc um bie ^ange c ^in^ 
(tttff^ieben, wad baburcf^ gefc^ieli^t, bag 
wir in t^tei^ung (6) an bie ©teHe 
19011 0 0 fetcn. <Sd fommt al9» 
bann 

afic« — r*z^ = — /3»c« . (7) 

a^clc^cö offenbar bie ÖlcictJunfl einer 
Jpppcrbel tft, bercn Jpau^)taj:c in bie 
8ii(^tun0 ber ^e ber z fallt 

@e fei i. ©. r = 2«», c = 5« 
unb /) := 1*», fo wirb an« 01ei^ 
^ung (7) 

25«» — 4;?» = — 25 . (8) 
©eijen wir in biefer ^lei^nng « =0, 
fo erflicbt '?' = ^Vi' ^=^2 «t« 
fficrt^ bcr .t)«n<>t«*« ber ^)9^)erbeX 
unb bemna(|> rebueirt bie ©leifffung (8) auf 

it/^at — = — M/4/ 
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tücrnuö mau ctfic^t, ba§ bie dUhtnaxt bcr fcaglic^cn .pppctbel gleich 1 
ift. gt0. 85 fMi bell ^^et fammt bee ^ttt(|^f($niti»cum fäe bie Sett^e 
r =s 2*», © = 5« nnb ß 5=,1«» b«. 

in. !tie <9(ci4nn$ bet ^«t^ft^nittteum bee Umbee^unodeQipfoiba 



j52 (a;2 -|- ^2) ^ A^Z* = -ä« j5« (9) 

mit bec (Sbene 

y = ^ (10) 

mlä^t bet (Sbene ber xz ^araHet läuft, ergiebt fic^; »enn man in (Slci^ 
«^ng (9) ß für 1/ fubflitutrt; fommt oldbaun 



toa« 9fcnbav bie ®teiifittng einer @Ili)>fe i% htttn grofe Ibe ^(ei^ ift 

»a^renb bic fleinc ^xc bcr (SHi^jfe ifl 

%m ba« eai<)foib, wel((>ed giß. 80 bargcftcUt ifl, ^abeit mt ^ = 3"», 
^ 2«». SDetttt nun bie mit bec iSbene bee xz pataM laufettbe 
f^neibenbe iSbene um 2«» ooit ber Umbee^ungSofe bed <S0i))foib» eitt« 
olfo /3 = 2«» ip, fo ermatten »ie ffte bie beiben 9bett bet 

fcJnitWeflipfe ^5 uub V^- 

IV. ÜJlau foU bie @»e|laU bet (S.umti emitteln, in wtl^tn bad Um 
bye^ungd^9peeboloib 

AH* — + y*). = — -4«.B« (12) 

(fic^e gig. 82 §. 48) bm^ eine mit ber ISbene bet xz |>ataae{en 4Sbene 

y = ß (13) 

flefc^nitteu tvirb. €et>t mau in ©let^ung (12) ^ = /3, fo fommi füt 
bie geftt^^te ©leic^ung ber ^UK^fc^uittdcuroe 

Aiz^ — = _ jB2(aa — /J«) (14) 

gfit /i < 1 jttUi biefe ®tei(fcung eine ^ppttM hat, beten 4au)>tiiTe in 

bie ^i(t)tuug ber ^Ue ber a: faßt, giir bie ^auptaxe biefec ^^^ixhtl 
ergicbt (ic^ bec Sect^ 

/3rzrp ^15) 

fiit bie ^lebenote abet 

I VÄr^ fi^ (16) 

güi ß A lebucirt {id) bic öleic^ung (14) auf 

Ä^z^ = ß2«2 
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(17) 



$)iefe ©Icic^uug ftellt ein @9pcm gtvcicr gcrabcn Linien bat, welche mit 
btt SUe ber einen Siittel maxien, beffen ttigonontettif(|fe ^ngente 

fttt bic eine + J # f''^'^ onberc aber — ^ ijl. Der ©infcl bei iei* 

ben geraben fMtn toitb butc^ bie Hjce bct x f^Vbitt, 

%üx ß A wixh baa @Itcb auf bcr rechnen (Seite bed ®lei(^^eit0^ 
gci(^en3 in ©Icic^ung (14) ^)ofitiö. ^eubctn wir in ®Ul(|ttng (14) 
alle SBotjeic^cn, fo fommt 

^»j?» — A^z^ Ä — ß«OJ> — (18) 

eine ®Iei^n|tg, mel^e, fo (ande /} > eine ^pttM bae|le1lt| beien 
^au^tau mit bet Sljre bet z lufmmtnfäJlt S)ie ^an^^tajre biefee 
)ptxUl ifl 

bie 9lebenaie alee 



.4 



^ V'/ä» - A^ 



(20) 



Kn^ bee Qet(a<!(tntt(| bee 9jrcn»eet(e bei (15) nnb (16), fo mie 
bee M (19) nn^ (20) er^iebt fl^, baf bie ^[pntptoten fammtli^ee 

8i«. 86. 




lDttt(^f^nittd^9^erbeIn beufelben Sinfel mit ber ^jce bet x mai^, 

B 

ndmli^ einen SBinfef, beffen trigonometeif^e Tangente gTei<|» ^ ifl. 
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^ s 0,8«, a(fo 0^533 He iriaonomctrifcte %m^tnU, »ef^c bie Kfi^m« 
l^toten f&mntttii^et ^ut:(^f(^ntttd^9^erMn mit kr Sfjre bei a tnoc^ett. 

3n gig. 86 ip uut) iV iV ba^ bcu ©ert^en ^ = 1,5- unb i? = 0,8 
entf<)rec^cnbc Slfpmptotenfpftem. 3)lcfc kibcn Linien fletlcn gu9lct(I> beu 
^ur(^f(^nitt bcd ^9)>etBoIoibd mit einer (^bene bar, ml^t paxaUtl mit 
ber ttmbrcl^ttnddoie um Ifi^ «on bcrfclben entfetnt i% 

^ie «yitccbet PCi'^ I^OP* cntrpti^t bcm SBcrt^e /) = 1» 
»Äfimib bie ^>9petbet Ö/iJ, (?£PJ» bem fficrt^c /5 = 2« cntft)ri<it; 
für bie crfJcre ift bic Jg)auptare 1,12<=°», bie Diebeunxc 0,597 für bie 
^9ptxUi GHJ, G'H'J' iji bie *ou<)taj:e 1,32«°», bie 0lebeuajce ob« 2,475«». 

Die Ktogttlaoliiiitie. äRit beut 9lam<ti ber i^cfletfi^ttitte bc« 51 
§eic^net man bie ^cc^f^niitdruvt^eit ehied (getabftt) ftegetd («on frei«/ 

förmiger unb irgeub einer ct>euen ^lac^e. 3" ^«H folgenben 3«iJ^w 
foflen bic ©Icic^imgen tiefer ^uröen entwidelt toerben. 
9ia4 44 ifi 

(^2 4- 0.2) = r2 (^^ — c)» (1) 

bie (^Uic^ttiifl eilte« ^etaben itegetd »on ftei^fdimiget J^aft^ 

3n gi0. 87 iß ber ^r^f^ntti biefe# Ite^el« mit bev (Sbett» bcv 
^«y. 4f* bargefielK. O ifl bct 

/' Slnfangö^unft ber Soorbi^« 

natcn; OB = OD = r 
ift ber 9Jabiu0 be3 «eitlrei* 
fe«} €0=^0 ift bie «d^e 
ber Ae9e(ß)ibe Aber ber dbene 
be« fteWfteifce, ml^t gu* 
gleich jur Gbenc ber xy 
genommen ift 

2)er ^egcl fofl nun \)on 
einer <Sbene burf^ft^nitten 
toerben, bie »ir oU bnri^ 
bftt 9nn{t £ ge^enb iinb 
auf ber (5bene ber xz xa^U 
winfelifl fte^enb annehmen 
motten; biefe^beue f^neibei . 
bie <Sbene ber az in einer 
geroben tinie MN. 




104 Surd^fcl^nettung frummer £)berflä4^m mit ebenm ^ä^ot» 

Um bie (^leic^ung ber ^iir^?e $u fiiibcn, in «jetcbct bie befproc^ene (5bene 
bie ^^cgcfütcvflii^e fc^neibet, i|lt eö givecfmä^ifl, eine Jllranöfünnation bet 
(Sodv^inatcu in bet Seife Dofittne^meit, bat ^i< f^neibenbe d^ene felb^ 
|u einet iSootbin<^eneBene »iirb. SRe^men »iic ben ^nfl {ig. 87, 
)ttm SCnfangepunft ber neuen ^Sootbinaten:, bie toit mit r, t| itnb f be^ 
jeidjncn mUtn. — MN fei bic ^lic bcr r; /ST, in htt alten (Sbcne 
ber .r^- rcrf)tnjiufeltii auf MN licqcnb, fei bie ?l,re bcr f «nb bie in B 
tec^tiuinfeltv] auf MN mx\) ST ftc^cubc iiink fei bie ^xt bei 5. — 
S)ie SUe ber 9 ifl alfo bei 9lre ber y paraVel. 

Segei^nen wir mit y nnb z bie doprbinaien irgenb eined $ttnN 
teg, lu^o^en auf bad erfle 9xenf9{tem; mit t) nnb f bie ISoorbinaten 
beffelbcu fünftes, begogen auf baa neue @i?ficm, fo fiuben jwif^jen ben 
alten unb ben neuen (Sootbiuaten folßenbe ^e^iel^ungen patt: 

y = t) ........... (a) 

ba ia bie (Sbene ber xz mit ber <5bette ber f| )itfammenf6Ut. gerner 
aber i% «mU% ben ^lei^ungen (i) in S. 24 

« = r -f~ I -f- t eo».ti (b) 

z = } cos.u — r sin.u ........ (c) 

jveuu man mit u ben SBiufel be^eic^net, mli^tn bic Sljcc ber r mit ber 
9(jce ber ^ ma^t. ©ubf^ituirt man in ©tei^ttttg.Q) f*^* *i If ^ 
i^re äBertl^e bei (b), (a) nnb (c), fo lommt 
[»*+(r+|m.tt-|-|co«.tt)*]c*=3r«(|<kw.« — Mmn.u — 0)* . (2) 
®le{(^ung be^ iJegele, belogen auf bad jweite Slrenfipftem, für 
»elc^ed bie ©icic^uug ber fc^neibeuben @beue (ber @bene ber rij) ift 

1 = 0 (3) 

^ombinirt mau bie Gleichungen (2) unb (3), fo er^&lt man ftlr 
bie <S)Uic(ftind ber ^ttr4»f((nittdcuri»e 

+ (** H" fco$.ity] = r* (0 -|- rmn.tf)> ... (4) 

^Da biefe ©teic^ung in 33ejie{)uuv3 auf r unb t) »om ^weiten (^^labc 
ift, fo erfle'fjt man o^ue 2öe{tere0, baj] ber ^urct)frf)uitt bc^:3 Sit\^chi mit 
einer (§:bene eutweber eine (äUi))fe ober eine ißarabel ober eine 
j()erbel fein mup. • 

Uta beffer ilberfei^n )tt fi^nnen, mit melier biefer brei (Surfen man 
in beftimmten 9&tten ju t^un i^at, moHen mir mit IS^teic^ung (4) no^ 
einige Umwanbtungen öorncl^men. @e&eu wir ben Slbfianb CB == 6; 
bejcic^ucn wix ben löinfel BCO, ioelcj;eu bie ©cueratrijt mit ber ^xt 
bed ^egeld. ma^t, mit v, fo ift 
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r — h , sin, v 
c = b.cos.v 

unb biefe ^ett^e für r unb c in &Ui^^ (4) gcfe|»t; gieBt 

-|- (6 nn. V -f't 009* u)*\ eoB» (6 eo«. v -^r «m, uytm,vK 
i&ntwiäät man Hefe OUi^nng, fo lommt 

-j- 2 6c Aiw. y . cos, V {cos, u cos. v — siii. u sin. ü) = 0 

ober 

9^ cos, -\- r2 (<;ü5. w cos. v — «m. « «n. r) (oo.^. 7i co5. o -}- ain. w «i/». 
-j- 6r . 2 «t«. » . CO*. V , COS. (u v) = 0 

ober enbU($ 

9>c(W.v>-f-i'c<>*.(»-^«)ca«« (tt — bt8in.2vea»*(,U'j-v)^0 (5) 
8e)ei(i(net man mit t ben SBinfet jlfJ?(7, welken bie f^neibenbe 
ahtnt mit bet ^egelfante CB ma^i, fo ifl, »ie Ui^t an« ber gig. 87 
5U ecfe^en ift, 

»• J. u + ü = 90», 

atf« 

tt + » = 90» — i 
00«. (u -|- r) = «^t 

unb ferner 

II — ü = 900 — » — 2o, 

dfo 

eo». (« — tO = än, (t + 2 »). 

©ubpttutrt man biefe 2Öert^>e oon cos. (u + t?) unb öo*. (ti — ») 

in ©Ictc^ung (5), fo fommt 

^'i COS. V' -)- r2 5in. t «im. (i -|- 2 ü) + ^ ' 2 » . ««. i = 0 . (6) 

S)iefe (dUt(^ttttd ijl bie 0(ei((ttttg einet (SUipfe, einer ^aiabet 
ober einee .^ypeebel, je mürbem 

1. ... I<180» — 2c 

obee 

2. ... <= 1800 — 2» 

obee 

3. ... i > 180« — 2r. 

%ifttt Sali. SennS8in(e{i£BC;gid.88(a.f.e.),alfot<180— 2v, 
fo rann man fe<»en: t=180 ^ 2v — alfo t -f- 2o = 180 — < nnb 
«»I. (2 -j- 2 y) = ««.f. IDanac^ ge^t ©(eic^ung (6) über in 
v^'^cos.v'^ f2«'7i. i «Mi.< -[- bt sin.i 8m,2v = 0. 

©ebt man in tiefer ^lei^nng 

« 6*»t.2v 

*r = Ji : ♦ 

2«iii.e 
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fo ge^t ße üt>e( in 

90*88. 

z 





weiftet offenbar t^ie e^Ieic^utid efner <Sni)»fe benit fejKii wix 

N.A'^ = Qcos.vy ' 
N, = sin. i sin. t 



^t>{birt man mit biefcui 2BcttJ> mi N jebeö ©lieb ber ©Ici^ung C7)» 
fo öet;t biefclbc über in ' v 

6« (sin, vy h^sinA («n.ty)« _ h*'(sin. vy siu.i 

i(«n.O* 4. ~ 4. 4. ^ 
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wii ^aben alfo mit einet (SQipfe t^un, fä( me^e 

j t . sin. V 
A = 



mtb 




i? = 



Sweitev gan. Senn SOinM 

MBC atfo t = 180 — 2r ijl, »fe 
{tt ^ifl. 89, fü ift bic burÄ B ^etcßtc 
©(^nittfldc^jc mit bcr gegenübetUc* 
genben ße^^eUante CD, gig. 87, 
|>aMM, ober mit anbeten SSoHen, 
bU ff^neibenbe ^bene ma^i mit bee 
ttt^tUtt einen SinfeT, wetc^ev Q(ei($ 
ü, «Ifo Qlctc^ bcm ©tnfcl ifl, mldicn 
bic ©cneratrir mit bcr 2(xe mac^t. 
gut biefen ^afl iji t + 2« = 180«, 
a(fo«m.(«-|-2o)=s0; bana(| eebn^ 
cirt {i<( bie <9Iei(!$ttng (6) anf 
9* am;«* 4- «m.2ü «m.t=0 
- b sin. 2 u . sin, i 

I* = r f , (9) 

^ie 4S^Ici($nn0 einer gJafabel/ 
wel^e fUi i9Qn B anl na$ bet nt^ 
ijatioen ^ite bee t l^in eefhedt 

S)dttetgaa gilv 

• t>180— 2» 
(Sinfcl «istß. 90, gröpei atö 

180 — 2V0 fcunen wir 

t=s 180 — 2t;4-e 
fel^n. 9l0bonn »ieb 

t + 2»=:180o-f-< 

nnb 

^nbfKtttirt man in ^^lei^ung (ß) 

öen 3öcrt^ — aina für «wi. (» -|- 2ü), fo ^tlm^i man na(?) ^)ur(^i« 
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fü^runi) a^nlic^cr UtnwaftMttttoett, toit fie im nfttn %aZt »otf^eitommen 

»urbcn, ju bct ©Ictc^ung 

(^sin.vy yj b^»sin.t(sin,vy . (sin, v)* sin, i 

4(«n.O* ^an,t(co9,vfi " ^ 4. 4. («h.«)» 
weli^cd 01ei(|fttnd einer ^9)>et^el if(, beveit Slxeit (itib 

mib , , /. — 

^ b,tm,v V 8in,i 

2in biefcm ^aUe itip bU fc^nelbenbe %{h^t iti<^t Hof ben ttitteteti 
%\)t\\ beö Ä^egclS, fonbcrit ow<l^ feine über bie (Spi^e C ^inauSfletienbe 
SScrlängeiung bcffelbeii, wie mau auö 90 etfie^t, fo baf man eine 
(Suröe Jjon jmei getrennten 3w>«ifl^« erhält. 

@o benn ber ^eweid flefä^et, bof bee iDiucl^fi^ttitt eined ^egeld 
ttnb einee ebenen StA((e, {e ber Sage bee fc^neibenbenSbene entmebec 
eine (SlU^fe, obet eine ^^atabel obet eine ^^peebel x\i, luc^^alb 
benn on^ biefc brei (Sutöen unter bem öemeinfc^aftUcj^en 0lamcn bet 
Kegelfc^uitie ^ufammengefapt würben. * 
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